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1 Функции комплексного переменного 
 

1.1 Комплексные числа и действия над ними 

 

 Выражение вида  x + iy  (где  x,yℝ)  называется комплексным числом 

(в алгебраической форме). Множество комплексных чисел обозначают:  

{ z = x + iy | x,yℝ} = ℂ . 

Называют:  x – действительная часть z (обозначают: Rez); 

 y – мнимая часть z (обозначают: Imz). 

Если  x = 0 , то комплексное число называют чисто мнимым. 

Если  y = 0 , то  z = x  – действительное число. 

  ℝ  ℂ  (говорят: множество комплексных чисел является расширением 

множества действительных чисел). 

Пусть на комплексной плоскости введена полярная система координат  

 

Тогда x = rcos ,     y = rsin  

  z = x + iy = r  (cos + i sin ) – тригонометрическая форма за-

писи комсплексного числа. 

НАЗЫВАЮТ: r – модуль комплексного числа z,  

      – аргумент комплексного числа z. 

ОБОЗНАЧАЮТ:  

 | z | – модуль комплексного числа z;  

 argz – главное значение аргумента (т.е. [0;2) или (–; ] ); 

 Argz – все значения аргумента (т.е.  Argz = argz + 2k ,  kℤ ).  

Всякое косплексное число можно представить в виде 

z = r  (cos + i sin) = r  ei ,  zℂ . 

Представление комплексного числа в виде  z = r  ei (где  r – модуль 

комплексного числа,   – аргумент комплексного числа), называется показа-

тельной формой записи комплексного числа. 

Формулу  

ei  =  cos + i sin 

называют формулой Эйлера. 
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Основные операции над комплексными числами в алгебраической форме: 

Пусть  z1 = x1 + iy1 ,     z2 = x2 + iy2 . 

а) сложение (вычитание): 

z1 + z2 = ( x1 + x2 ) +i( y1 + y2 ), 

z1 – z2 = ( x1 – x2 ) +i( y1 – y2 ); 

б) умножение: 

z1  z2 = ( x1  x2 – y1  y2 ) +i( x1  y2 + x2  y1 ) 

Частный случай – возведение в степень  n  ( nℕ ): 

zn = ( x + iy )n = ( x + iy )  ( x + iy )  …  ( x + iy ) 

в) деление:  

 
т.е.  

 

где  z2 = x2 – iy2 – комплексно сопряженное к z2. 

 

Основные операции над комплексными числами в тригонометрической 

форме: 

Пусть     z1 = r1  (cos1 + i sin1 ) ,     z2 = r2  (cos2 + i sin2 ) . 

Тогда  

1)  z1  z2 = r1r2  [cos(1 + 2) + i sin(1 + 2) ] , 

2) 
𝑧1

𝑧2
=

𝑟1

𝑟2
∙ [cos(𝜑1 − 𝜑2) + 𝑖 sin(𝜑1 − 𝜑2)], 

3) zn = [r  (cos + i sin )]n = rn  [cos(n) + i sin(n) ], где   nℕ , 

4) 

 
ПЕРЕХОД ОТ АЛГЕБРАИЧЕСКОЙ ФОРМЫ ЗАПИСИ  

КОМПЛЕКСНОГО ЧИСЛА К ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКОЙ 

Пусть  z = x + iy . 

Тогда  

22 yxrz 
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x

y

x

y
arctg

x

y
arctg

 
x

y
arctg

 
x

y
arctg

 

⇒ arg 𝑧 = 𝜑 =

{
 
 
 

 
 
 arctg

𝑦

𝑥
, если  𝑥 > 0 ;

arctg
𝑦

𝑥
+ 𝜋, если  𝑥 < 0 ;

𝜋

2
, если  𝑥 = 0,   𝑦 > 0 ;

−
𝜋

2
, если  𝑥 = 0,   𝑦 < 0 .

 

 

Основные операции над комплексными числами в показательной форме: 

Пусть  z
1
 =  r

1 
  e

i
1
 

 ,     z
2
 =  r

2 
  e

i
2. 

а) умножение  

 
б) деление 

 
в) возведение в степень  

z
n

 =  r
n 

  e
in 

, 

г) извлечение корня 

 
 

ПРИМЕР 1 – Найти действительную и мнимую часть комплексного 

числа  
1+2𝑖

4+3𝑖
. 

Решение – 

1 + 2𝑖

4 + 3𝑖
=
(1 + 2𝑖)(4 − 3𝑖)

(4 + 3𝑖)(4 − 3𝑖)
=
4 + 6

25
+
8𝑖 − 3𝑖

25
=
2

5
+
1

5
𝑖 . 

Следовательно,  

2 1
Rez , Im .

5 5
z 
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ПРИМЕР 2 – Возвести в степень комплексное число (−√3 − 𝑖)5. 

Решение – Представим число −√3 − 𝑖  в тригонометрической форме: 

 −√3 − 𝑖 = 2[𝑐𝑜𝑠
7

6
𝜋 + 𝑖 𝑠𝑖𝑛

7

6
𝜋]. 

Возводим в степень по формуле: 

(−√3 − 𝑖)5 = 25[𝑐𝑜𝑠
35

6
𝜋 + 𝑖 𝑠𝑖𝑛

35

6
𝜋] = 

= 32[𝑐𝑜𝑠( 6𝜋 −
𝜋

6
) + 𝑖 𝑠𝑖𝑛( 6𝜋 −

𝜋

6
)] = 32[𝑐𝑜𝑠

𝜋

6
− 𝑖 𝑠𝑖𝑛

𝜋

6
] = 

= 32[
√3

2
− 𝑖

1

2
] = 16√3 − 16𝑖. 

Ответ: (−√3 − 𝑖)5 = 16√3 − 16𝑖 . 

 

ПРИМЕР 3 – Извлечь корень из комплексного числа √1 + 𝑖
3

. 

Решение – Представим число  1 + 𝑖  в тригонометрической форме: 

1 + 𝑖 = √2[𝑐𝑜𝑠
𝜋

4
+ 𝑖 𝑠𝑖𝑛

𝜋

4
]. 

Извлекаем корень третьей степени по формуле, получаем три различ-

ных значения: 

√1 + 𝑖
3

= √√2
3

[𝑐𝑜𝑠

𝜋
4
+ 2𝜋𝜅

3
+ 𝑖 𝑠𝑖𝑛

𝜋
4
+ 2𝜋𝜅

3
],  (𝜅 = 0,1,2), 

или 

𝑧1|𝜅 = 0 =√2
6
[𝑐𝑜𝑠

𝜋

12
+ 𝑖 𝑠𝑖𝑛

𝜋

12
], 

𝑧2|𝜅 = 1 =√2
6
[𝑐𝑜𝑠

9

12
𝜋 + 𝑖 𝑠𝑖𝑛

9

12
𝜋] = √2

6
[𝑐𝑜𝑠

3

4
𝜋 + 𝑖 𝑠𝑖𝑛

3

4
𝜋], 

𝑧3|𝜅 = 2 =√2
6

[𝑐𝑜𝑠
17

12
𝜋 + 𝑖 𝑠𝑖𝑛

17

12
𝜋] = 

= √2
6
[𝑐𝑜𝑠( 𝜋 +

5

12
𝜋) + 𝑖 𝑠𝑖𝑛( 𝜋 +

5

12
𝜋)] = 

= √2
6
[− 𝑐𝑜𝑠

5

12
𝜋 − 𝑖 𝑠𝑖𝑛

5

12
𝜋]. 

 

Так как 

√−1 = 1[𝑐𝑜𝑠
𝜋 + 2𝜋𝑘

2
+ 𝑖 𝑠𝑖𝑛

𝜋 + 2𝜋𝑘

2
], 𝑘 = 0,1 , 
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то √−1, имеет два значения: i  и –i. Таким образом, число i – одно из зна-

чений √−1. 

Множество всех комплексных чисел обозначается ℂ . 

Отметим наиболее часто встречающиеся подмножества ℂ : 

| z – z0 | = r – окружность с центром в точке z0 и радиуса r ; 

| z – z0 | <  – -окрестность точки z0 ; 

Imz > 0, (Imz < 0) – верхняя (нижняя) полуплоскость; 

Rez > 0, (Rez < 0) – правая (левая) полуплоскость. 

ПРИМЕР 4 – Изобразить область, заданную неравенствами  

| Rez | < 1, | Imz  | < 2. 

Решение –  

 

x

y

Imz 2

1 1

Imz 2 

2

2
Rez 1  

 

1.2 Последовательности комплексных чисел 
 

1.2.1 Определения и основные утверждения 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Последовательностью комплексных чисел называ-

ется перенумерованное множество комплексных чисел. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Последовательностью комплексных чисел называ-

ется функция, заданная на множестве натуральных чисел и имеющая мно-

жеством значений некоторое множество комплексных чисел, т.е     

zn : ℕ  Z ,  где  Zℂ . 

Принято обозначать: 

  n (или k) – аргумент последовательности, 

    zn,  wn   – значения функции. 

Записывают последовательность: 

{ z1, z2, …, zn, …} – развернутая запись; 

          { zn } – короткая запись (где  zn  – общий член последовательности). 
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Пусть задана последовательность комплексных чисел {z
n
} = {x

n
 + iy

n
}. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Число z
0
 = x

0
 + iy

0
ℂ называется пределом по-

следовтельности { z
n
 } , если >0  Nℕ  такое, что   | z

n
 – z

0
 | < ,  

n>N. 

Записывают: 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑧𝑛 = ∞, 𝑧𝑛 → ∞. 

Говорят: последовательность {z
n
} сходится (стремиться) к z

0
. 

Последовательность, имеющую предел, называют сходящейся (схо-

дящейся к z
0
). Последовательность, не имеющую предела, называют рас-

ходящейся.  

Далее дадим геометрическую интерпретацию предела последова-

тельности комплексных чисел. Пусть  z0 = x0 + iy0   ↔   M0(x0 ,y0).  

-окресностью числа z0 называют открытый  круг с центром в точке 

M0  и радиуса  . 

Обозначают: U(z0, ). 

 

x

y

0M


 

 если  z = x + iy U(z0, ), то  | M0M | <   (где  M(x ,y) )  

⇒   √(𝑥 − 𝑥0)
2 + (𝑦 − 𝑦0)

2 < 𝜀 

    |z – z0| <   . 

Таким образом,   U(z0, ) = { zℂ | |z – z0| <  } (алгебраическое опре-

деление -окрестности точки z0). 

Если  𝑧0 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑧𝑛, то с геометрической точки зрения это означает, 

что в любой -окрестности точки z0 находятся все члены последователь-

ности {zn}, за исключением может быть конечного их числа. (Геометри-

ческая интерпретация предела последовательности комплексных чисел). 

  z0 – точка «сгущения» последовательности { zn }. 

Пусть задана последовательность комплексных чисел 

{zn} = {xn + iyn}. 

ТЕОРЕМА 1 (о связи сходимости последовательностей {zn}, {xn}, 

{yn}) – Последовательность комплексных чисел {zn} = {xn + iyn} сходится к 
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числу z0 = x0 + iy0  тогда и только тогда, когда сходятся последовательно-

сти  {xn} ,  {yn} ,  причем  

 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО –  

Пусть 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑧𝑛 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

(𝑥𝑛 + 𝑖𝑦𝑛) = 𝑥0 + 𝑖𝑦0 = 𝑧0, 

т.е.  >0  Nℕ  такое, что   n>N выполняется неравенство 

| zn – z0 | =  √(𝑥𝑛 − 𝑥0)
2 + (𝑦𝑛 − 𝑦0)

2 < 𝜀. 

Тогда при n>N выполняются неравенства 

| xn – x0 | < ,  | yn – y0 | < , 

т.е. 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥0,        𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑦𝑛 = 𝑦0. 

Пусть теперь существуют пределы 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥0,        𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑦𝑛 = 𝑦0. 

Тогда >0 Nℕ  такое, что   n>N выполняются неравенства 

| xn – x0 | < /√2   ,        | yn – y0 | <  /√2. 

При n>N получаем 

| zn – z0 | =  √(𝑥𝑛 − 𝑥0)
2 + (𝑦𝑛 − 𝑦0)

2 < 𝜀. 

Т. е. 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑧𝑛 = 𝑧0. 

 Теорема доказана. 

Из теоремы 1 следует, что часть свойств последовательностей дей-

ствительных чисел остаются справедливыми для последовательностей 

комплексных чисел. 

А именно, справедливы следующие утверждения: 

1) Отбрасывание (добавление) конечного числа членов последова-

тельности не влияет на ее сходимость. 

2) Последовательность может иметь не более одного предела. 

3) Если  { zn }  z0 ,  то  { | zn | }  | z0 | . 

4) Сходящаяся последовательность ограничена. 

5) Пусть { zn }  и { wn } – сходящиеся последовательности и 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑧𝑛 = 𝑧0,  𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑤𝑛 = 𝑤0. 

Тогда их сумма, разность, произведение и частное тоже являются схо-

дящимися последовательностями, причем 

  𝑎)𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

(𝑧𝑛 ±𝑤𝑛) = 𝑧0 ± 𝑤0; 

 𝑏)𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

(𝑧𝑛 ⋅ 𝑤𝑛) = 𝑧0 ⋅ 𝑤0; 
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  𝑐)𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

(
𝑧𝑛

𝑤𝑛
) =

𝑧0

𝑤0
 (𝑤0 ≠ 0). 

6) Если {zn} сходится к z0, то cℂ последовательность  {czn} то-

же сходится, причем 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

(𝑐𝑧𝑛) = 𝑐 ⋅ 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑧𝑛 = 𝑐𝑧0 

(следствие свойства 5(b)). 

Пусть задана последовательность  {zn} = {rn  (cosn + i sinn )} . 

ТЕОРЕМА 2 (достаточное условие сходимости последователь- 

ности комплексных чисел) –  Пусть   𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑟𝑛 = 𝑟, 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝜑𝑛 = 𝜑. 

Тогда последовательность {zn}={rn  (cosn + i sinn )} – схо- 

дится, причем 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑧𝑛 = 𝑟(𝑐𝑜𝑠 𝜑 + 𝑖 𝑠𝑖𝑛 𝜑). 

 

1.2.2 Неалгебраические операции с комплексными числами 

 

1) Если  xℝ , то   

𝑒𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

(1 +
𝑥

𝑛
)
𝑛

. 

Пусть  z = x + iy .  Полагаем: 

𝑒𝑧 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

(1 +
𝑧

𝑛
)
𝑛

. 

  по определению 

ez = ex  (cosy + isiny).     (1.1) 

Замечание - Из (1.1), при  x = 0, получаем 

eiy = cosy + i siny . 

  z = r  (cos + i sin) = r  ei ,  zℂ . 

 Представление комплексного числа в виде  z = r  ei (где  r – модуль 

комплексного числа,   – аргумент комплексного числ), называется пока-

зательной формой записи комплексного числа. 

Формула     

ei  =  cos + i sin 

называется формулой Эйлера. 

2) Если  yℝ , то eiy = cosy + i siny ,  

  e– iy = cosy – i siny . 

Складывая и вычитая последние формулы, получаем 
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⇒ 𝑐𝑜𝑠 𝑦 =
𝑒𝑖𝑦+𝑒−𝑖𝑦

2
,   𝑠𝑖𝑛 𝑦 =

𝑒𝑖𝑦−𝑒−𝑖𝑦

2𝑖
. 

Пусть  z = x + iy .  Полагаем: 

𝑐𝑜𝑠 𝑧 =
𝑒𝑖𝑧+𝑒−𝑖𝑧

2
,   𝑠𝑖𝑛 𝑧 =

𝑒𝑖𝑧−𝑒−𝑖𝑧

2𝑖
. 

𝑡𝑔 𝑧 =
𝑠𝑖𝑛 𝑧

𝑐𝑜𝑠 𝑧
,    𝑐𝑡𝑔 𝑧 =

𝑐𝑜𝑠 𝑧

𝑠𝑖𝑛 𝑧
. 

Справедливы следующие утверждения: 

cos2z + sin2z = 1, 

sin(z1  z2) = sinz1  cosz2    cosz1  sinz2 , 

cos(z1  z2) = cosz1  cosz2  ∓  sinz1  sinz2 . 

3) Если  xℝ , то 

𝑐ℎ𝑥 =
𝑒𝑥+𝑒−𝑥

2
,      𝑠ℎ𝑥 =

𝑒𝑥−𝑒−𝑥

2
. 

Пусть  z = x + iy .  Полагаем 

𝑐ℎ 𝑧 =
𝑒𝑧+𝑒−𝑧

2
,      𝑠ℎ𝑧 =

𝑒𝑧−𝑒−𝑧

2
. 

𝑡ℎ 𝑧 =
𝑠ℎ 𝑧

𝑐ℎ 𝑧
,        𝑐𝑡ℎ 𝑧 =

𝑐ℎ 𝑧

𝑠ℎ 𝑧
. 

Справедливы следующие утверждения: 

cos(iz) = chz ,     ch(iz) = cosz ; 

sin(iz) = i  shz ,     sh(iz) = i  sinz ; 

eiz = cosz + i  sinz . 

ПРИМЕР 5 - Вычислить: а) √−27𝑖
4

; б)  𝑐ℎ(3 +
𝜋

4
𝑖). 

Решение –  

а) √−27𝑖
4

= √27 ⋅ 𝑒−
𝜋

2
𝑖

4

=  

= {√27
4

⋅ 𝑒−
𝜋

8
𝑖, √27
4

⋅ 𝑒
−
𝜋
2
+2𝜋

4
𝑖 , √27
4

⋅ 𝑒
−
𝜋
2
+4𝜋

4
𝑖 , √27
4

⋅ 𝑒
−
𝜋
2
+6𝜋

4
𝑖} =  

= {√27
4

⋅ 𝑒−
𝜋
8
𝑖, √27
4

⋅ 𝑒
3𝜋
8
𝑖, √27
4

⋅ 𝑒
7𝜋
8
𝑖, √27
4

⋅ 𝑒
11𝜋
8
𝑖} ; 

 

б) 𝑐ℎ(3 +
𝜋

4
𝑖) = 𝑐ℎ𝑖(

3

𝑖
+
𝜋

4
) = 𝑐ℎ𝑖(

𝜋

4
− 3𝑖) = 𝑐𝑜𝑠(

𝜋

4
− 3𝑖) =  

= 𝑐𝑜𝑠
𝜋

4
𝑐𝑜𝑠 3 𝑖 + 𝑠𝑖𝑛

𝜋

4
𝑠𝑖𝑛 3 𝑖 =

√2

2
𝑐ℎ3 + 𝑖

√2

2
𝑠ℎ3. 
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4) Пусть  zℂ ,  z  0 . 

  

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Число w назовем натуральным логариф- 

мом числа z, если  ew = z . 

Замечание - Натуральный логарифм числа z определен неоднознач-

но. 

 Все значения натурального логарифма z обозначают Lnz . 

Если  z = x + iy = r  (cos + i sin) ,  то 

Lnz = lnr + i  Argz = lnr + i + i  2k . 

Число  lnr + i = ln|z| + i  argz  называется главным значением логарифма 

числа z   и  обозначают lnz . 

 Справедливы равенства множеств 

 1) Ln(z1  z2) = Lnz1 + Lnz2 , 

2) 𝐿𝑛 (
𝑧1

𝑧2
) = 𝐿𝑛 𝑧1 − 𝐿𝑛 𝑧2 ⇒ 𝐿𝑛 𝑧 − 𝐿𝑛 𝑧 = 2𝜋𝑘𝑖. 

5) Аналогично, как обратные к соответствующим операциям, 

вводятся операции   

Arcsinz ,  Arccosz ,  Arctgz ,  Arcctgz , 

Arcshz ,  Arcchz ,  Arcthz ,  Arccthz . 

Справедливы следующие равенства: 

𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 𝑧 = −𝑖 𝐿𝑛(𝑖𝑧 + √1 − 𝑧2), 𝐴𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠 𝑧 = −𝑖 𝐿𝑛(𝑧 + √𝑧2 − 1), 

𝐴𝑟𝑐𝑡𝑔 𝑧 = −
𝑖

2
𝐿𝑛 (

1+𝑖𝑧

1−𝑖𝑧
),  𝐴𝑟𝑐𝑐𝑡𝑔 𝑧 = −

𝑖

2
𝐿𝑛 (

𝑖𝑧−1

𝑖𝑧+1
), 

𝐴𝑟𝑐𝑠ℎ 𝑧 = 𝐿𝑛(𝑧 + √𝑧2 + 1), 𝐴𝑟𝑐𝑐ℎ 𝑧 = 𝐿𝑛(𝑧 + √𝑧2 − 1), 

𝐴𝑟𝑐𝑡ℎ 𝑧 =
1

2
𝐿𝑛 (

1+𝑧

1−𝑧
),  𝐴𝑟𝑐𝑐𝑡ℎ 𝑧 =

1

2
𝐿𝑛 (

𝑧+1

𝑧−1
). 

 

1.2.3 Бесконечно большие последовательности 

  комплексных чисел 

 

Пусть задана последовательность {zn} = {xn + iyn} . 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Последовательность {zn} называют бесконечно 

большой, если  M>0   Nℕ   такое, что   | zn | > M ,    n>N. 

Геометрическая интерпретация бесконечно большой последователь-

ности: 
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Дополним множество ℂ элементом, обозначаемым  . 

 называют бесконечно удаленной точкой комплексной плос- 

кости и полагают: 

                                       
1

0
= ∞,  

1

∞
= 0;        

𝑧 ⋅ ∞ = ∞,  ∀𝑧 ≠ 0; 𝑧 ± ∞ = ∞,  zℂ . 

Выражения        0 ⋅ ∞, 
∞

∞
,  ∞±∞       не определены. 

Комплексную плоскость, дополненную символом  , называют рас-

ширенной комплексной плоскостью и обозначают  ℂ̅. 

-окресностью точки  называют множество точек  zℂ , для которых  

|𝑧| >
1

𝜀
, 

т.е. -окресность точки  – область, вне круга с центром в точке O и ради-

уса 1 𝜀⁄ .  

Обозначают: U(, ). 

 
 

x

y

O 1

 
Если {zn} – бесконечно большая последовательность, то с геометри-

ческой точки зрения это означает, что в любой -окрестности точки  

находятся все члены последовательности { zn }, за исключением может 

быть конечного их числа.  

(Геометрическая интерпретация бесконечно большой последовательно-

сти). 

Записывают:  𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑧𝑛 = ∞,  𝑧𝑛 → ∞. 

Пусть задана последовательность  {zn} = {xn + iyn}. 

ТЕОРЕМА 3 (о связи бесконечно больших последовательностей 

{zn}, {xn},  {yn} ) - Если {xn}, {yn} – бесконечно большие последовательно-

сти, то последовательность {zn} = {xn + iyn}  тоже является бесконечно 

большой. 

 

Замечание - Утверждение, обратное теореме 3, неверно.  
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1.3 Функция комплексного переменного  

1.3.1  Основные определения 

 

Пусть  D, E – множества комплексных чисел. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6. Если zD поставлен в соответствие элемент 

wE (один или несколько), то говорят, что на множестве D задана 

функция (отображение) с множеством значений E. 

Записывают:     f: D  E,      w = f(z) 

  (где f – закон, осуществляющий соответствие). 

Называют: D – множество определения функции, 

   z (zD) – аргумент (независимая переменная), 

   E – множество значений, 

   w (wE) – зависимая переменная (функция). 

Если z  w , то функцию называют однозначной. 

Если z  w
1
, w

2
, … w

n
, …, то функцию называют многозначной. 

 

Пусть задана функция w = f(z) .   

Если  z = x + iy ,  w = u + iv , то u = u(x,y) ,  v = v(x,y) . 

Функции u(x,y)  и v(x,y) называются соответственно действительной и 

мнимой частью функции f(z). 

Обозначают: Ref(z) и Imf(z). 

Так как f(z) характеризуют 4 переменные (x, y, u, v), то геометри- 

ческая интерпретация f(z) невозможна. Для геометрической иллюстрации 

f(z) используют 2 экземпляра комплексных плоскостей: O1xy  и  O2uv  

(DO1xy ,  EO2uv). 

 

Задание функции f(z) устанавливает соответствие между двумя мно-

жествами  D  и  E:            

z  w,   где  zD, wE . 

При этом устанавливается и обратное соответствие: w  z . 

Функция z = (w) называется обратной к f(z). 

Если f(z) и ее обратная (w) – обе однозначны, то функция f(z) называ-

ется однолистсной.  
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1.3.2 Элементарные функции комплексного переменного 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 7. Элементарной функцией называется функция, 

которая может быть задана одной формулой w = f(z), где f(z) – выраже-

ние, составленное из основных элементарных функций и комплексных чи-

сел с помощью конечного числа операций сложения, вычитания, умноже-

ния, деления и взятия функции от функции. 

ОСНОВНЫЕ ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ Ф.К.П. 

1) Степенная:  w = zn  (nℕ). 

Свойства функции 

 а) D =  ℂ̅,  E = ℂ̅  (n = ); 

 б) однозначная, неоднолистная. 

2) Корень n-степени  (nℕ):  𝑤 = √𝑧
𝑛

. 

Свойства функции 

 а) D =  ℂ̅,  E = ℂ̅, 

 б) многозначна  zℂ̅ \ {0;} . 

3) Показательная функция:  w = ez ≝ ex  (cosy + isiny) . 

Свойства функции 

 а) D = ℂ ,  E = ℂ\{0}; 

 б) ez | z = x = ex ; 

 в) ez – периодическая, T = 2i .  

4) Тригонометрические функции: w = cosz , w = sinz , w = tgz , w = ctgz . 

Свойства w = cosz ,  w = sinz 

 а) D = ℂ ,  E = ℂ; 

 б) cosz | z = x = cosx ,  sinz | z = x = sinx ; 

 в) периодические,  T = 2 ; 

 г) неограниченные; 

 д) cosz – четная,  sinz – нечетная; 

 е) имеют только действительные нули  
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cosz = 0  при  z = /2 + k ,   sinz = 0  при  z = k . 

Свойства w = tgz ,  w = ctgz 

 а) D(tgz) = ℂ\{/2 + k} ,  E(tgz) = ℂ , 

  D(ctgz) = ℂ\{k} ,  E(ctgz) = ℂ ; 

 б) tgz | z = x = tgx ,  ctgz | z = x = ctgx ; 

 в) периодические,  T =  ; 

 г) нечетные; 

 д) имеют только действительные нули  

ctgz = 0  при  z = /2 + k , 

tgz = 0  при  z = k . 

5) Гиперболические функции: chz ,  shz ,  thz , cthz . 

Свойства w = chz ,  w = shz 

 а) D = ℂ ,  E = ℂ; 

 б) chz | z = x = chx ,  shz | z = x = shx ; 

 в) периодические,  T = 2i ; 

 г) chz – четная,  shz – нечетная; 

 д) справедливы равенства: 

ch2z – sh2z = 1 

ch(z1 + z2) = chz1  chz2 + shz1  shz2   

 ch2z = ch2z + sh2z ; 

sh(z1 + z2) = shz1  chz2 + chz1  shz2   

 sh2z = 2shz  chz ; 

ch(x + iy) = chx  cosy + i  shx  siny ; 

sh(x + iy) = shx  cosy + i  chx  siny . 

Свойства w = thz ,  w = cthz 
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 а) D(thz) = ℂ\{(/2 + k)i} ,  E(thz) = ℂ , 

  D(cthz) = ℂ\{ki} ,  E(cthz) = ℂ ; 

 б) thz | z = x = thx ,  cthz | z = x = cthx ; 

 в) периодические,  T = i ; 

 г) нечетные. 

6) Натуральный логарифм: w = Lnz : 

Lnz = ln|z| + i  Argz = ln|z| + i  argz + i  2k . 

 Многозначная функция, определенная на ℂ\{0}. 

 Функция  lnz = ln|z| + i  argz  называется главным значением лога-

рифма.  

7) Обратные тригонометрические:   

Arcsinz ,  Arccosz ,  Arctgz ,  Arcctgz . 

𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 𝑧 = −𝑖 𝐿𝑛(𝑖𝑧 + √1 − 𝑧2),  𝐴𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠 𝑧 = −𝑖 𝐿𝑛(𝑧 + √𝑧2 − 1), 

𝐴𝑟𝑐𝑡𝑔 𝑧 = −
𝑖

2
𝐿𝑛 (

1+𝑖𝑧

1−𝑖𝑧
),    𝐴𝑟𝑐𝑐𝑡𝑔 𝑧 = −

𝑖

2
𝐿𝑛 (

𝑖𝑧−1

𝑖𝑧+1
)   (𝑧 ≠ ±𝑖). 

8) Общая степенная: w = zμ , где  μℂ . 

 Многозначная функция, определенная на  ℂ\{0}  формулой 

w = zμ ≝ eμ  Lnz . 

 Функция  w = eμ  lnz называется главным значением общей степен-

ной функции. 

9) Общая показательная: w = az , где  aℂ\{0} . 

 Многозначная функция, определенная на  ℂ  формулой 

w = az ≝ ez  Lna . 

 Функция  w = ez  lna называется главным значением общей показа-

тельной функции. 
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1.4 Предел и непрерывность функции комплексного переменного 

 

Пусть f(z) определена в некоторой окрестности точки  z0 ℂ̅, кроме, 

может быть, самой точки  z0 . 

U*(z0, ) = U(z0, ) \ {z0} – проколотая окрестность точки  z0 . 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 8 (по Коши, на языке -). Число  w0ℂ называется 

пределом функции  f(z)  при  z  стремящемся к z0  (пределом функции f(z) в 

точке z0),  если >0  >0  такое, что  если  zU*(z0, ),  то  f(z)U(w0, ) 

или в других обозначениях: 

число w
0
 = x

0
 + iy

0
ℂ называется пределом функции   f(z),  если    > 0   

δ>0  такое, что z  | z – z
0
 | < δ выполняется неравенство |f(z) – w

0
 | <  . 

В этом случае пишут, что lim
𝑧→𝑧0

𝑓(𝑧) = 𝑤0. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 9 (по Гейне, на языке последовательностей). Число 

w0 ℂ называется пределом функции  f(z)  при  z стремящемся к z0, если 

для любой последовательности {zn} значений аргумента, стремящейся к 

z0, соответствующая последовательность значений функции {f(zn)} схо-

дится к w0 . 

ТЕОРЕМА 4 - Определение предела функции по Гейне и по Коши эк-

вивалентны. 

Обозначают: 𝑙𝑖𝑚
𝑧→𝑧0

𝑓(𝑧) = 𝑤0,   𝑓(𝑧) → 𝑤0, при 𝑧 → 𝑧0. 

Пусть f(z) = u(x,y) + iv(x,y),  z0 = x0 + iy0. 

ТЕОРЕМА 5 - Число w0 = u0 + iv0  является пределом функции 

f(z) = u(x,y) + iv(x,y)  при z  z0 тогда и только тогда, когда  

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0
𝑦→𝑦0

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑢0 и 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0
𝑦→𝑦0

𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝑣0. 

Для комплексных функций f(z) и g(z) имеют место свойства, анало-

гичные соответствующим свойствам действительных функций.  

Если существуют пределы 

𝑙𝑖𝑚
𝑧→𝑧0

𝑓(𝑧) = 𝐴,  𝑙𝑖𝑚
𝑧→𝑧0

𝑔(𝑧) = 𝐵,      то 

𝑙𝑖𝑚
𝑧→𝑧0

(𝑓(𝑧) + 𝑔(𝑧)) = 𝑙𝑖𝑚
𝑧→𝑧0

𝑓(𝑧) + 𝑙𝑖𝑚
𝑧→𝑧0

𝑔(𝑧) = 𝐴 + 𝐵,  

𝑙𝑖𝑚
𝑧→𝑧0

(𝑓(𝑧) ⋅ 𝑔(𝑧)) = 𝑙𝑖𝑚
𝑧→𝑧0

𝑓(𝑧) ⋅ 𝑙𝑖𝑚
𝑧→𝑧0

𝑔(𝑧) = 𝐴 ⋅ 𝐵,  
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𝑙𝑖𝑚
𝑧→𝑧0

𝑓(𝑧)

𝑔(𝑧)
=
𝑙𝑖𝑚
𝑧→𝑧0

𝑓(𝑧)

𝑙𝑖𝑚
𝑧→𝑧0

𝑔(𝑧)
=
𝐴

𝐵
,  если 𝑙𝑖𝑚

𝑧→𝑧0
𝑔(𝑧) ≠ 0. 

Пусть f(z)  определена в некоторой окрестности точки  z0ℂ . 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 10. Функция f(z) называется непрерывной в точке 

z0  , если справедливо равенство 

lim
𝑧→𝑧0

𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑧0). 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 11 (на языке -). Функция  f(z)  называется непре-

рывной в точке  z0 , если >0  >0  такое, что  

если  zU(z0, )    (т.е. | z – z0 | < ), 

то  f(z)U(f(z0), )    (т.е.  | f(z) – f(z0) | <  ).  

Функция, непрерывная в каждой точке множества Gℂ, называется 

непрерывной на множестве G. 

Пусть f(z) = u(x,y) + iv(x,y),  z0 = x0 + iy0 . 

Из теоремы 5 получаем, что справедлива следующая теорема 

ТЕОРЕМА 6 - Функция f(z) непрерывна в точке  z0   функции u(x,y) 

и v(x,y) непрерывны в точке M0(x0 ,y0) . 

Теоремы о непрерывных функциях действительного переменного 

имеют место и для функций комплексного переменного: 

1) сумма, разность и произведение двух функций комплексного пере-

менного  f(z) и g(z), непрерывных в области D, также является не-

прерывной в этой области; 

2) отношение  f(z) / g(z)  двух непрерывных функций непрерывно в тех 

точках области D, где g(z)  0. 

В частности, для функций комплексного переменного будет справедлива 

следующая теорема. 

ТЕОРЕМА 7 (аналог теоремы Вейерштрасса для ф.к.п.) - Пусть 

Dℂ,  D – замкнутое и ограниченное, f(z) – непрерывна на D.  Тогда 

1) f(z) ограничена на D, т.е. M > 0 такое, что | f(z) | < M , zD ; 

2)модуль функции f(z) достигает в D наибольшего и наименьшего 

значения. 
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1.5 Дифференцирование функции комплексного переменного 

1.5.1 Производная функции комплексного переменного 

Пусть w = f(z) – однозначная функция, f(z) определена в точке z0 и 

некоторой ее окрестности. Придадим z0 приращение z такое, что 

z0 + zD(f) .   

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 12. Производной функции w = f(z) в точке z0  

называется 

 
(если он существует и конечен). 

Обозначают: 

 

Зависимость  z → f (z) является функцией. Ее называют производной 

функции  f(z) и обозначают:  

𝑤 ′(𝑧),
𝑑𝑤(𝑧)

𝑑𝑧
, 𝑓 ′(𝑧),

𝑑𝑓(𝑧)

𝑑𝑧
. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 13. Функция  w = f(z)  называется дифференцируе-

мой в точке z
0
 , если ее приращение в этой точке может быть записано 

как сумма линейной относительно z  части и бесконечно малой более вы-

сокого порядка чем  z , т.е. 

f(z0) = A  z +  α · Δz  ,    (1.2) 

где  A – комплексное число, α = α(z
0
,Δz) – бесконечно малая при Δz →0. 

Замечание - (1.2) можно записать в виде 

f(z0) = A  z +  (z)  , 

где (z) – бесконечно малая более высокого порядка чем  z. 

Слагаемое  Az  в выражении (1.2) называют дифференциалом 

функции  w = f(z) в точке z0 и обозначают:  dw(z0) ,  df(z0) . 

 

ТЕОРЕМА 8 (о связи дифференцируемости с существованием про-

изводной) - Функция w = f(z) дифференцируема в точке z0  тогда и только 

тогда, когда существует производная функции в этой точке f (z0) . 

При этом для ее дифференциала в точке z0  справедливо равенство 
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dw(z0) = f (z0)  z .  (1.3) 

ТЕОРЕМА 9 (необходимое и достаточное условие дифференцируе-

мости функции) - Функция f(z) = u(x,y) + iv(x,y) дифференцируема в точке 

z0=x0+iy0   1) функции u(x,y) и v(x,y) дифференцируемы в M0(x0,y0), 

2) в точке  M0(x0,y0)  выполняются  условия Коши – Римана: 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
=

𝜕𝑣

𝜕𝑦
,
𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −

𝜕𝑣

𝜕𝑥
. 

 

Замечание - Если f ʹ(z0) существует, то 𝑓 ′(𝑧0) =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑖

𝜕𝑣

𝜕𝑥
. 

Пусть w = f(z).   

ТЕОРЕМА 10 (об условии, эквивалентном условиям Коши – Рима-

на) - Условия Коши – Римана эквивалентны условию  

 
СЛЕДСТВИЕ - Если функция элементарная, то для нее условия 

Коши – Римана выполняются и производная находится по обычным пра-

вилам. 

ПРИМЕР 6 - Найти, где это возможно, производную функции:  

а)   𝑤 = 𝑒𝑠𝑖𝑛 𝑧
2
⋅ √𝑧;    б) 𝑤 =

𝑧̅+1

𝑧
⋅ 𝐼𝑚 𝑧. 

Решение – а) Имеем: 

𝜕𝑤

𝜕𝑧̅
= 0, ∀𝑧 ∈ 𝐷(𝑤). Следовательно, 𝑤 ′(𝑧) ∃ ∀𝑧 ∈ 𝐷(𝑤). 

Тогда 𝑤 ′ = 𝑒𝑠𝑖𝑛 𝑧
2
⋅ 𝑐𝑜𝑠 𝑧2 ⋅ 2𝑧 ⋅ √𝑧 +

𝑒𝑠𝑖𝑛 𝑧
2

2√𝑧
. 

б) Пусть  z = x + iy , z = x – iy , тогда 𝑥 =
𝑧+𝑧̅

2
,  𝑦 =

𝑧−𝑧̅

2𝑖
. 

𝑤 =
𝑧̄ + 1

𝑧
⋅ 𝐼𝑚 𝑧 =

𝑧̄ + 1

𝑧
⋅
𝑧 − 𝑧̄

2𝑖
=
𝑧𝑧̄ + 𝑧 − 𝑧̄2 − 𝑧̄

2𝑖𝑧
. 

Имеем: 

𝜕𝑤

𝜕𝑧̅
=

1

2𝑖𝑧
(𝑧 − 2𝑧̄ − 1) = 0 ⇒ 𝑧 − 2𝑧̄ − 1 = 0, 

0

1 0 ,1 0, 1,
( 2 1) ( 2 ) 0

1.3 0 0

z ix x
x x i y y

zy y

       
        

     
Таким образом, функция имеет производную только в точке z0=-1. 
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Имеем: 

𝑤′(𝑧0) =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
(𝑧0) +

𝜕𝑣

𝜕𝑥
(𝑧0). 

2 2

1 1 (( 1) i )( )
Im

z x iy x y x iy
w z y y

z x iy x y

     
      

   
2 2 3 2 2

2 2 2 2 2 2

( 1) ( 1) 2
.

x x y ixy i x y x y xy y xy y
y i

x y x y x y

       
   

   Сле-

довательно, 

𝑢(𝑥, 𝑦) =
𝑥2𝑦+𝑥𝑦−𝑦3

𝑥2+𝑦2
, 𝑣(𝑥, 𝑦) = −

2𝑥𝑦2+𝑦2

𝑥2+𝑦2
. 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
=
(2𝑥𝑦 + 𝑦)(𝑥2 + 𝑦2) − 2𝑥(𝑥2𝑦 + 𝑥𝑦 − 𝑦3)

(𝑥2 + 𝑦2)2
⇒ 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
(𝑧0) =

𝜕𝑢

𝜕𝑥
(−1) = 0; 

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= −

2𝑦2(𝑥2 + 𝑦2) − 2𝑥(2𝑥𝑦2 + 𝑦2)

(𝑥2 + 𝑦2)2
⇒ 

𝜕𝑣

𝜕𝑥
(𝑧0) =

𝜕𝑣

𝜕𝑥
(−1) = 0. 

Таким образом,  

𝑤′(−1) = 0 + 𝑖0 = 0. 

 

1.5.2 Аналитические функции 

Областью на комплексной плоскости называют открытое и связ-

ное множество. 

(т.е. множество, каждая точка которого – внутренняя и любые две точки 

которого можно соединить линией, целиком лежащей в этом множестве). 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 14. Функция f(z) называется аналитической в 

точке z0, если она дифференцируема в этой точке и во всех точках неко-

торой окрестности точки z0. 
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Аналитические функции называют также регулярными, голоморф-

ными, моногенными, правильными. 

Свойства аналитических функций: 

1)  Если функция f(z) аналитическая в окрестности точки z0, то f(z) не-

прерывна в этой окрестности. 

2) Если функции f(z) и φ(z) аналитичны в области D, то f(z)±φ(z) и f(z) · 

φ(z) тоже аналитичны в этой области. 

Кроме того, их частное  
𝑓(𝑧)

𝜑(𝑧)
 аналитично всюду в области D , где  φ(z) ≠ 0. 

3) Если функция f(z): D→E – аналитична в области D, φ(z): E→G – ана-

литична в области E, то функция φ(f(z)) – аналитична в D. 

4) Если в окрестности точки  z0  определена аналитическая функция  f(z)  

такая, что f (z0)≠0, то в некоторой окрест-ности точки w0= f(z0)  опреде-

лена единственная обратная функция  z = φ(w), которая будет аналити-

ческой в этой окрестности и для которой справедливо равенство 

𝜑′(𝑤0) =
1

𝑓′(𝑧0)
. 

5) Пусть f(z) – аналитическая в области  D . Тогда: 

 а) если f(z) ≠ const в  D ,  то | f(z)| не достигает в D  своего 

 наименьшего значения; 

 б) если  f(z) ≠ 0 в  D ,  то | f(z)| не достигает в D  своего 

 наибольшего значения; 

 в) если  f(z) ≠ 0 в  D  и  f(z)  непрерывна на границе области  D,  

то |f(z)| достигает своего наибольшего и наименьшего значения на границе 

области  D .  (принцип максимума модуля) 

6) Если  f(z):ℂ→ℂ  и f(z) – ограниченная и аналитическая на всей ком-

плексной плоскости, то f(z)=const . (теорема Лиувилля) 

7) Если f(z)=u(x,y)+iv(x,y) – аналитическая в области  D , то функции  

u(x,y)  и  v(x,y)  являются гармоническими. 

 Функция φ(x,y) называется гармонической, если она удовлетворяет 

уравнению Лапласса 
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𝜕2𝜑

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝜑

𝜕𝑦2
= 0. 

Две гармонические функции u(x,y)  и  v(x,y) , удовлетворяющие условиям 

Коши – Римана называются сопряженной парой гармонических функций 

(порядок функций в паре существенен). 

8) Если f(z) – аналитическая в области D, то действительная (мнимая) 

часть определяет ее с точностью до константы.  

9) Пусть  f(z) – аналитическая в области  D , z0∈D  и  f (z0)0. 

Тогда все бесконечно малые дуги, выходящие из точки z0 при отображе-

нии  f(z)  поворачиваются на один и тот же угол, равный  argf (z0),  и  по-

лучают  одно  и  то  же  растяжение, равное  | f (z0)|. 

(геометрический смысл производной аналитической функции) 

ТЕОРЕМА 11 – Для того чтобы функция f(z) = u(x,y) + iv(x,y) была 

аналитической в области D необходимо и досточно, чтобы частные про-

изводные первого порядка фунций u(x,y) и  v(x,y) были непрерывны в D и 

выполнялись условия Коши-Римана. 

ТЕОРЕМА 12 - Каждая элементарная функция комплексного пере-

менного является аналитической функцией во всей области своего опреде-

ления. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 15. Точки, в которых функция является аналитиче-

ской, называют правильными точками функции. Точки, в которых функ-

ция не является аналитической, называют особыми точками функции. 

ПРИМЕР 7. Восстановить аналитическую в окрестности точки z0 

функцию по известной мнимой части и значению f(z0):  

𝑣(𝑥, 𝑦) = 2𝑥𝑦 + 𝑥,  𝑓(0) = 0. 

Решение – Функции u(x,y) и v(x,y) удовлетворяют условиям Коши-Римана: 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
=
𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 2𝑥, 

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= −(2𝑦 + 1). 

Следовательно,  
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𝑑𝑢 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝑑𝑦 = 2𝑥𝑑𝑥 − (2𝑦 + 1)𝑑𝑦 = 

= 2𝑥𝑑𝑥 − 2𝑦𝑑𝑦 − 𝑑𝑦 = 𝑑(𝑥2 − 𝑦2 − 𝑦). 

Тогда  

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 − 𝑦2 − 𝑦 + 𝐶. 

Найдем значение С: 

𝑢(0,0) = 02 − 02 − 0 + 𝐶 = 0 ⇒ 𝐶 = 0. 

Таким образом, 

𝑤(𝑧) = 𝑥2 − 𝑦2 − 𝑦 + 𝑖(2𝑥𝑦 + 𝑥) = (𝑥2 + 2𝑥𝑦𝑖 − 𝑦2) + (𝑖𝑥 − 𝑦) = 

= (𝑥 + 𝑖𝑦)2 + 𝑖(𝑥 + 𝑖𝑦) = 𝑧2 + 𝑖𝑧. 

 

1.6 Интегрирование функций комплексного переменного 

1.6.1 Интеграл от функции комплексного переменного 

Пусть (AB) – простая (т.е. без кратных точек) спрямляемая (т.е. име-

ющая длину) кривая в комплексной плоскости ℂ. 

Выберем на (AB) направление: 

 а) A –  начало, B – конец, если (AB) не замкнутая; 

 б) против часовой стрелки, если (AB) – замкнутая. 

Пусть f(z) – однозначная функция, определенная на (AB). 

1. Разобьем кривую (AB) произвольным образом на n частей точками  z0=A,  

z1, …, zn=B в направлении от  A  к B. 

2. На каждой дуге (zi–1zi) выберем произвольную точку ζi   и вычислим 

произведение f(ζi) · Δzi , где Δzi =zi–zi-1. 

Сумму  





n

i

iiiin zfzI
1

)(),( 

 
назовем интегральной суммой для функции f(z) по кривой (AB) (соответ-

ствующей данному разбиению кривой (AB) и данному выбору точек ζi). 

Пусть 𝜆 = 𝑚𝑎𝑥
1≤𝑖≤𝑛

|𝛥𝑧𝑖|. 



27 

 

Число I называется пределом интегральных сумм In(zi,ζi)  при λ→0 , 

если для любого ε>0 существует  δ>0  такое, что  для любого разбиения 

кривой (AB) у которого λ<δ , при любом выборе точек ζi выполняется не-

равенство 

  IzI
iin
),( . 

Если существует предел интегральных сумм In(zi,ζi) при λ→0 ,  то его 

называют интегралом от функции f(z) по кривой (AB) . 

Обозначают:   

.)(,)(
)()(


ABAB

dzzfdzzf  

Свойства интеграла от функции комплексного переменного: 

Замечание - предполагаем, что все рассматриваемые в свойствах ин-

тегралы существуют. 

1. Интеграл от функции комплексного переменного зависит от направ-

ления движения по кривой. При изменении направления движения по кри-

вой (AB) интеграл меняет знак, т.е. 

 

)()(

)()(

BAAB

dzzfdzzf

 

2. Если кривая (AB) замкнута, то интеграл не зависит выбора начальной 

точки A, а зависит от направления обхода кривой.  

3. Постоянный множитель можно выносить за знак интеграла, т.е. 

.)()(

)()(

 

ABAB

dzzfcdzzfc

 

4. Интеграл от алгебраической суммы двух (конечного числа) функций 

равен алгебраической сумме интегралов от этих функций, т.е. 

   

)(

2

)(

1

)(

21 )()()()(

ABABAB

dzzfdzzfdzzfzf

 

5. Если кривая (AB) разбита точкой K на две части (AK) и (KB), то 

 

)()()(

)()()(

KBAKAB

dzzfdzzfdzzf

 

(свойство аддитивности интеграла от фкп).  
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( ) ( )

6. ( ) ( ) ,
AB AB

f z dz f z d 
 

где dℓ – дифференциал длины дуги.  

7. Если во всех точках кривой (AB) выполняется неравенство | f(z) | < M , 

то  

,)(

)(

 Mdzzf

AB  

где ℓ – длина кривой (AB). 

Вычисление интегралов от функций комплексного переменного: 

ТЕОРЕМА 13 (существования интеграла от фкп) - Если (ℓ) – гладкая 

кривая, и функция f(z) непрерывна на (ℓ), то f(z) интегрируема по кривой 

(ℓ) и справедливо равенство 

, 

где  u(x,y), v(x,y) – действительная и мнимая часть функции f(z). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО – Если z=x+iy, f(z)=u+iv,  

,k k ki     
то  

, ( ) ( , ) ( , ),k k k k k k k kz x i y f u iv            
тогда 

0 1( )

( ) lim ( )
n

k k
k

f z dz f z



 

  
 

0 01 1

lim [ ( , ) ( , ) ] lim [ ( , ) ( , ) ]
n n

k k k k k k k k k k k k
k k

u x v y i v x u y
 

       
  

        

Таким образом, 





























 

)()()(

),(),(),(),()(



dyyxudxyxvidyyxvdxyxudzzf

. 

Данная формула дает выражение интеграла от функции f(z) комплексного 

переменного через два действительных криволинейных интеграла. 

Если функция f(z) непрерывна, то функции u(x,y) и v(x,y) также непрерыв-

ны, но тогда существуют криволинейные интегралы 
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( ) ( )

, ,udx vdy vdx udy  
 

а следовательно, и сам интеграл  

( )

( ) .f z dz
 

ТЕОРЕМА 14 - Если гладкая кривая (ℓ) задана параметрическими 

уравнениями  x = φ(t), y = ψ(t), где α ≤ t ≤ β (A↔α, B↔β), и функ-

ция f(z) интегрируема по кривой (ℓ), то справедливо равенство 

,)())(()(

)(

 





dttztzfdzzf

  

где z(t)=x(t)+iy(t) – комплексная форма параметрических урав- 

нений кривой (ℓ) , 𝑧 ′(𝑡) = 𝑥 ′(𝑡) + 𝑖𝑦′(𝑡). 

ПРИМЕР 8. Вычислить интеграл  

𝐼 = ∮
𝑑𝑧

𝑧−𝑎𝑙
.,  

где l – окружность радиуса R c центром в точке а. 

Решение – Данную окружность параметрически можно задать в виде 

z(t)=a+Reit , 0 < 𝑡 < 2𝜋.  

Применяя последнюю формулу, находим 

𝐼 = ∫
𝑅𝑖𝑒𝑖𝑡

𝑅𝑒𝑖𝑡

2𝜋

0

𝑑𝑡 = ∫ 𝑖
2𝜋

0

𝑑𝑡 = 2𝜋𝑖. 

ПРИМЕР 9. Вычислить интеграл 

𝐼 = ∮(𝑧 − 𝑎)𝑛𝑑𝑧,  где 𝑛 ≠ −1,
𝑙

 

где 𝑙:   |𝑧 − 𝑎| = 𝑅 или 𝑧(𝑡) = 𝑎 + 𝑅𝑒𝑖𝑡,  0 < 𝑡 < 2𝜋. 

Решение – 

𝐼 = 𝑖 ∫ 𝑅𝑛𝑒𝑖𝑛𝑡
2𝜋

0

𝑅𝑒𝑖𝑡𝑑𝑡 = 𝑅𝑛+1𝑖 ∫ 𝑒𝑖(𝑛+1)𝑡
2𝜋

0

𝑑𝑡 = 𝑅𝑛+1𝑖
𝑒𝑖(𝑛+1)𝑡

(𝑛 + 1)𝑖
|
0

2𝜋

= 

=
𝑅𝑛+1

𝑛 + 1
(𝑒2𝜋𝑖(𝑛+1) − 1) = 0. 



30 

 

1.6.2 Интегрирование аналитических функции  

комплексного переменного 

 

Напомним: 

ТЕОРЕМА 15 - Пусть функции  P(x,y,z),  Q(x,y,z), R(x,y,z)  непрерыв-

ны вместе со своими частными производными в некоторой односвязной об-

ласти  DOxyz .   

 Следующие условия эквивалентны: 

1) интеграл ∫ 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦 + 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧
(ℓ)

 

не зависит от линии интегрирования; 

2) 0

)(




RdzQdyPdx     D )( ; 

 
3) справедливы равенства   

;,,
z

Q

y

R

x

R

z

P

x

Q

y

P




























 
4) выражение Pdx + Qdy + Rdz является полным дифференциалом не-

которой функции  u(x,y,z), т.е.  du = Pdx + Qdy + Rdz .  

Для плоской кривой и функций двух переменных получим: 

ТЕОРЕМА 16 - Пусть функции  P(x,y),  Q(x,y), непрерывны вместе со 

своими частными производными в некоторой односвязной области  DOxy 

.   

Следующие условия эквивалентны: 

1) интеграл ∫ 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
(ℓ)

 

не зависит от линии интегрирования; 

2) 0

)(




QdyPdx     D )( ; 

 

3) справедливо равенство  
x

Q

y

P









 ; 

 
4) выражение Pdx + Qdy является полным дифференциалом неко-

торой функции  u(x,y), т.е.   du = Pdx + Qdy . 

ТЕОРЕМА 17 (Коши, для односвязной области) - Если функция  f(z) 

аналитична в односвязной области Dℂ, то интеграл от этой функции по 

любому замкнутому кусочно-гладкому контуру  (ℓ), целиком лежащему в D 

, равен нулю. 
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Замечания - 1) Порядком связности области называется число связ-

ных частей, на которые разбивается ее граница. 

2) Утверждение, обратное теореме 17, тоже справедливо. А именно: 

Если f(z) непрерывна в односвязной области Dℂ и для любого кусочно-

гладкого замкнутого контура (ℓ)  D выполняется условие 

,0)(

)(




dzzf

 
то  f(z)  аналитична в D (теорема Морера). 

ТЕОРЕМА 18 (о независимости интеграла от аналитической функции 

от формы кривой) - Если функция  f(z) аналитична в односвязной области 

Dℂ, то ∀A,B∈D интеграл 


)(

)(

AB

dzzf

 

не зависит от формы кривой, соединяющей точки A и B. 

Пусть G –  (n+1)-связная область, (ℓ), (ℓ1),…,(ℓn) – ее границы. 

(ℓ) – внешняя граница G, (ℓ1), …, (ℓn) – внутренние границы G . 

ТЕОРЕМА 19 (Коши для многосвязной области) - Пусть кривые (ℓ), 

(ℓ1) ,…, (ℓn) – кусочно-гладкие, не пересекающиеся и ни одна из областей, 

ограниченных (ℓi) не содержит кривой (ℓj). 

 Если  f(z) аналитична в области  G  и на ее границах, то  

.)()(
1 )()(

 
 


n

k
k

dzzfdzzf


 

1.6.3  Первообразная аналитической функции. 

Неопределенный интеграл 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 16. Функция  F(z) называется первообразной функ-

ции  f(z)  на множестве D ,  если  𝐹′(𝑧) = 𝑓(𝑧), ∀𝑧 ∈ 𝐷. 

 

Пусть  f(z)  аналитическая в односвязной области D ,  z0,z ∈D . Тогда 

интеграл  

∫ 𝑓(𝜁)𝑑𝜁
𝑧

𝑧0
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не зависит от формы кривой, соединяющей  z0  и z . 

 Если z0 фиксировано, то обозначим 

0

( ) ( )
z

z

f d F z  
. 

ТЕОРЕМА 20 (о существовании первообразной) - Пусть f(z)  ана-

литична в односвязной области  D ℂ,  z0∈D . Тогда 

0

( ) ( )
z

z

F z f d  
 

является первообразной функции f(z) в D . 

ТЕОРЕМА 21 (о количестве первообразных). - Любые две первооб-

разные для одной аналитической функции отличаются на константу. 

 

СЛЕДСТВИЕ ТЕОРЕМЫ 21 - Если f(z) аналитическая  и  f (z) = 0 в  

некоторой области D, то в этой области  f(z) = const. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 17. Множество всех первообразных функции f(z) 

называют неопределенным интегралом от функции f(z) и обозначают 

∫𝑓(𝑧)𝑑𝑧. 
 

СЛЕДСТВИЕ ТЕОРЕМ 20 и 21 -  Если  f(z)  аналитична в односвяз-

ной области  D ℂ, то ее неопределенный интеграл может быть записан 

в виде 

Cdzzfdzzf

z

z

 
0

)()(

 

где C – произвольная постоянная (C∈ℂ), а интеграл берется вдоль любой 

кривой в  D, соединяющей точки  z0 и z . 

ТЕОРЕМА 22 (формула Ньютона – Лейбница для интеграла от ана-

литической функции) - Если  f(z)  аналитична в односвязной области  D 

ℂ, то интеграл от f(z) не зависит от формы кривой, соединяющей точ-

ки  z1  и  z2  ,  и справедлива формула:  

)()()( 12

2

1

zFzFdzzf

z

z


. 
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1.6.4 Интегральная формула Коши 

ТЕОРЕМА 23 (интегральная формула Коши) - Пусть  D – односвяз-

ная область, ограниченная кусочно-гладким контуром C; CDD    – за-

мыкание области D ;  f(z) аналитична в замкнутой области  D . Тогда для 

любой точки  z0∈D справедлива формула 

.
)(

2

1
)(

0

0 



C zz

dzzf

i
zf


 

Эта формула называется интегральной формулой Коши. 

Пусть  (ℓ) – кусочно-гладкая кривая; f(z) – непрерывна на (ℓ). 

Рассмотрим интеграл 

)(,
)(







 z
zt

dttf
. 

Интеграл вида 

),(
)(

2

1
zF

zt

dttf

i






 

где z – любая точка  (ℓ), называется интегралом типа Коши. 

ТЕОРЕМА 24 (об аналитичности интеграла типа Коши) - Функция  

F(z) , определенная интегралом типа Коши, аналитична в любой конечной 

точке z  (ℓ) . Кроме того, она имеет производные любого порядка, при-

чем справедлива формула  

.
)(

)(

2

!
)(

1

)(

 



n

n

zt

dttf

i

n
zF


 

СЛЕДСТВИЕ ТЕОРЕМЫ 24 (теорема о производных высших поряд-

ков аналитической функции) - Пусть f(z) аналитична в односвязной обла-

сти D и на ее кусочно-гладкой границе C. Тогда f(z) имеет в D производ-

ные любого порядка, причем для них справедлива формула 

,
)(

)(

2

!
)(

1

0

0

)(

 


C
n

n

zz

dzzf

i

n
zf


 

где z0 – любая точка области  D .  



34 

 

2 Комплексные ряды и вычеты 

2.1 Ряды в комплексной плоскости 

2.1.1  Числовые ряды 

Пусть задана последовательность комплексных чисел   {zn} = {xn + iyn}.   

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 18. Выражение вида 

z1 + z2 + … + zn + … = 


1n
n

z  

называют комплексным числовым рядом. 

При этом, члены последовательности {zn} называются членами ряда (1-м, 

2-м, …, n-м (общим членом)). 

Построим последовательность 

 S1 = z1 ,    S2 = z1 + z2 ,   … ,   Sn = z1 + z2 + … + zn ,  … 

Числа  S1, S2 , …, Sn называют частичными суммами ряда  ∑zn    

(1-й, 2-й, …, n-й ). 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 19. Ряд ∑zn   называется сходящимся, если суще-

ствует конечный предел последовательности его частичных сумм { Sn }.  

При этом, число 

n
n

SS


 lim  

называют суммой ряда  ∑zn .  

Если  

)lim(lim 


n
n

n
n

SS , 

то говорят, что ряд  ∑zn  расходится и не имеет суммы.  

Пусть задан ряд  ∑zn = ∑(xn + iyn). 

ТЕОРЕМА 25 (о связи сходимости рядов ∑(xn + iyn),  ∑xn ,  ∑ yn ) -  

Ряд  ∑zn = ∑(xn + iyn)  сходится к  z = x + iy   сходятся ряды  ∑xn , 

∑yn ,  причем  x – сумма ряда  ∑xn ,  y – сумма ряда  ∑yn .  

Из теоремы 25 следует, что все свойства действительных числовых 

рядов остаются справедливыми для комплексных числовых рядов: 

1) поведение ряда относительно сходимости не изменится, если добавить 

(отбросить) конечное число членов ряда; 

2) если ряд  ∑zn  сходится и его сумма равна  z , ряд  ∑wn  сходится и его 

сумма равна  w ,  то  

а) ряд  ∑(zn  wn) – сходится и его сумма равна  z  w ;  
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б) ряд  ∑czn – сходится и его сумма равна  cz (c0ℂ); 

3) если ряд  ∑zn   сходится, то 0lim 


n
n

z  . 

 (необходимый признак сходимости ряда); 

4)  в любом сходящемся ряде, любая группировка членов ряда, не изме-

няющая их порядок, сохраняет сходимость ряда и величину его суммы (за-

кон ассоциативности для рядов).  

ТЕОРЕМА 26 (признак абсолютной сходимости) - 

 Если ряд  ∑| zn |  сходится, то ряд  ∑zn   тоже сходится. 

ОПРЕДЕЛНИЕ 20. Ряд  ∑zn  называют абсолютно сходящимся, ес-

ли его ряд модулей  ∑| zn |  сходится. 

 Если ряд  ∑zn  – сходится, а его ряд модулей  ∑|zn| – расходится, то 

ряд  ∑zn  называют условно сходящимся. 

ТЕОРЕМА 27 (о связи абсолютной сходимости рядов  ∑(xn + iyn),  

∑xn ,  ∑yn  ) - Ряд  ∑zn = ∑(xn + iyn)  сходится абсолютно   тогда и только 

тогда, когда  ряды  ∑xn ,  ∑yn  сходятся абсолютно.  

Из теоремы 27 следует, что все свойства действительных абсолютно 

сходящихся числовых рядов остаются справедливыми для абсолютно схо-

дящихся комплексных числовых рядов: 

1) Если ряды  ∑zn  и  ∑wn  сходятся абсолютно, то ряд  ∑(αzn  βwn)  тоже 

сходится абсолютно  (α,βℂ). 

2) Если ряд ∑zn сходится абсолютно, то ряд, полученный из него в ре-

зультате перестановки членов, также сходится абсолютно и имеет ту же 

сумму.  

Если ряд ∑zn сходится условно, то можно так переставить члены ряда, что 

сумма получившегося ряда будет равна любому, заранее заданному числу. 

Более того, можно так переставить члены ряда, что получившийся ряд бу-

дет расходиться.  

Приведем некоторые достаточные признаки абсолютной сходимости. 

Рассмотрим ряды ∑zn, ∑| zn | , ∑wn , ∑|wn| . 

ТЕОРЕМА 28 (признак сравнения абсолютной сходимости в  конеч-

ной форме) - Если для всех n  n0  1 выполняется неравенство 

 | zn |  |wn|, то из сходимости ряда ∑|wn| следует сходимость ряда ∑| zn |, 

то есть из абсолютной сходимости ряда ∑wn следует абсолютная сходи-
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мость ряда ∑zn , а из расходимости ряда ∑| zn | следует расходимость ря-

да ∑|wn|. 

ТЕОРЕМА 29 (предельный признак сравнения) - Пусть существует 

предел 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

|𝑧𝑛|

|𝑤𝑛|
= 𝑞. 

Если 𝑞 ∈ [0,+∞) и ряд ∑|wn| сходится, то сходится и ряд ∑| zn |.  

Если q > 0 и ряд ∑|wn| расходится, то расходится и ряд ∑| zn |. 

ТЕОРЕМА 30 (признак Даламбера в предельной форме) - Если суще-

ствует предел  𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

|𝑧𝑛+1|

|𝑧𝑛|
= 𝑙, то ряд ∑zn  сходится абсолютно при l < 1, 

при l > 1 – расходится. (При l=1 необходимо дополнительное исследова-

ние.) 

ТЕОРЕМА 31 (признак Коши в предельной форме) -  Если  суще-

ствует  предел  𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

√|𝑧𝑛|
𝑛

= 𝑙,  то  ряд   ∑zn    сходится   абсолютно  при 

l < 1, при l > 1 – расходится. (При l=1 необходимо дополнительное иссле-

дование.) 

В некоторых случаях исследование ряда на абсолютную сходимость 

можно свести к исследованию несобственного интеграла. Основанием для 

этого является следующая теорема. 

ТЕОРЕМА 32 (интегральный признак Коши) - Пусть неотрицатель-

ная на луче [1,) функция f(x) монотонно убывает при x  + и такова, что 

при n=1,2,… имеет место условие: f(n) = | zn |. Тогда ряд ∑zn  сходится абсо-

лютно, если сходится интеграл 

1

( ) ,f x dx



 

а ряд ∑| zn | расходится, если указанный интеграл расходится. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО – Пусть x любое из отрезка [n-1, n]. Очевидно, 

что 
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( ) ( ) ( 1),f n f x f n    

так как f(x) монотонно убывает, и в силу условия f(n) = | zn |, имеем   

1( ) .n nz f x z  
 

Проинтегрируем последнее неравенство в пределах от n-1 до n. Получим: 

1
1

( ) .
n

n n
n

z f x z 


 
 

Запишем последнее неравенство для всех номеров:  

2 3

2 1 3 2 1
1 2 1

( ) , ( ) ,..., ( ) .
n

n n
n

z f x z z f x z z f x z 


       
 

Складывая эти неравенства почленно, получим: 

1 1
1

( ) ,
n

n nS z f x S   
 

где Sn – n-я частичная сумма ряда ∑| zn | . Переходя к пределу при n   , 

имеем: последовательность (Sn ) и интеграл  

1

( )f x dx



 

сходятся или расходятся одновременно. Теорема доказана. 

2.1.2 Функциональные ряды 

Пусть задана последовательность функций комплексного переменного 

{fn(z)} с общим множеством определения D .  

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 21. Выражение вида 

f0(z) + f1(z) + … + fn(z) + … = 


 0

)(
n

n
zf  

называют комплексным функциональным рядом. 

 При этом, члены последовательности {fn(z)} называются членами ряда 

(0-м, 1-м, …, n-м (общим членом)).  
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Пусть  z0D .  Рассмотрим числовой ряд  ∑ fn(z0) . 

Если ряд  ∑ fn(z0)  сходится, то говорят, что ряд  ∑ fn(z)  сходится в 

точке  z0 .  

Множество  D1={ z0D | ∑ fn(z0) –сходится} называют областью сходи-

мости функционального ряда ∑ fn(z) .  

Функция  f(z) , определенная на множестве  D1  и такая, что ее значение в 

любой точке  z0D1  совпадает с суммой числового ряда ∑fn(z0), называется 

суммой функционального ряда  ∑ fn(z). (1-е определение суммы функцио-

нального ряда). 

Построим последовательность 

S1(z) = f1(z), S2(z) = f1(z)+f2(z) , … , Sn(z) = f1(z)+f2(z)+…+ fn(z) ,  … 

Функции  S1(z) ,  S2(z) , … ,  Sn(z)  называются частичными суммами 

ряда  ∑ fn(z) . 

Множество  D2={ z0D | {Sn(z0)} –сходится} называют областью схо-

димости функциональной последовательности  {Sn(z)}. 

Функция  f(z) , определенная на множестве  D2  и такая, что ее значение 

в любой точке z0D2  совпадает с пределом последовательности  {Sn(z0)} ,  

называется пределом функциональной последовательности  {Sn(z)}. 

Из определения суммы числового ряда, получаем:  

а)  D1=D2; 

б)  Предел функциональной последовательности  {Sn(z)}  есть сумма 

ряда  ∑ fn(z)  (2-е определение суммы функционального ряда).  

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 22. Комплексный функциональный ряд  ∑fn(z)  называ-

ется равномерно сходящимся к  f(z)  на  множестве  HD1 , если  >0  

Nℕ  такой, что 

| Sn(z) – f(z) | <   ,  n>N  и  zH 

ТЕОРЕМА 33 (критерий Коши равномерной сходимости ряда) - Ряд  

∑ fn(z)   сходится равномерно на множестве  H  к функции  f(z)    >0  

Nℕ  такой, что 

| Sn+k(z) – Sn(z) | = | fn+1(z) + … + fn+k(z) |<   , 

kℕ ,  n>N  и  zH . 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 23. Говорят, что функциональный ряд ∑ fn(z)  мажо-

рируется на множестве  H  числовым рядом  ∑an ,  если .....  | fn(z) | < an ,  n .  

 

ТЕОРЕМА 34 (признак равномерной сходимости Вейерштрасса) - Если 

 ряд  ∑ fn(z)  мажорируется на  H  сходящимся числовым рядом  ∑an ,  то он 

сходится на  H  равномерно. 

СВОЙСТВА  РАВНОМЕРНО  СХОДЯЩИХСЯ 

КОМПЛЕКСНЫХ  ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ  РЯДОВ 

1) Если  ∑ fn(z)  сходится на множестве  Hℂ  равномерно и  (z) – ограни-

чена на  H,  то ряд  ∑ (z)fn(z)   тоже сходится на  H  равномерно. 

2) Пусть  ∑ fn(z)  сходится к  f(z)  на множестве  Hℂ  равномерно,  z0H  и 

существуют    

𝑙𝑖𝑚
𝑧→𝑧0

𝑓𝑛(𝑧) = 𝑐𝑛. 

Тогда:  а) числовой ряд  ∑cn  сходится;   

  б) сумма ряда  ∑cn  равна  𝑐 = 𝑙𝑖𝑚
𝑧→𝑧0

𝑓(𝑧) 

Иначе говоря, 

𝑙𝑖𝑚
𝑧→𝑧0

(∑𝑓𝑛(𝑧)

∞

𝑛=0

) = ∑ (𝑙𝑖𝑚
𝑧→𝑧0

𝑓𝑛(𝑧))

∞

𝑛=0

 

3) Если ряд  ∑ fn(z)  сходится на множестве  Hℂ  равномерно и в точке  

z0H  все функции  fn(z)  непрерывны, то сумма ряда  f(z)  тоже непрерывна в 

точке  z0 .  

4) Если функции  fn(z)  непрерывны на кусочно-гладкой кривой  (AB)  и ряд  

∑ fn(z)  сходится на  (AB)  равномерно к  f(z) , то этот ряд можно почленно ин-

тегрировать вдоль кривой (AB) , т.е. справедливо равенство 

   



























 





 )()( 00 )(

)()()(

ABAB n

n

n AB

n dzzfdzzfdzzf

 

5) Если функции  fn(z)  аналитичны в области  Hℂ  и ряд  ∑fn(z)  сходится в  

H равномерно, то его сумма f(z) тоже является функцией аналитической в H.   
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6) Если функции  fn(z)  аналитичны в области  Hℂ  и ряд  ∑  fn(z)  сходится к  

f(z)  в  H  равномерно, то этот ряд можно в H дифференцировать почленно 

любое число раз, т.е. справедливо равенство  

)()()( )(

)(

00

)( zfzfzf m

m

n

n

n

m
n 














 







  

Замечание -  Для почленного дифференцирования действительного 

функционального ряда требуется более сильное условие – равномерная схо-

димость ряда производных.  

 

2.1.3 Степенные ряды 

Степенным комплексным рядом называется функциональный ряд ви-

да 

a0 + a1(z–z0) + a2(z–z0)
2 + … + an(z – z0)

n + …= ∑ 𝑎𝑛(𝑧 − 𝑧0)
𝑛∞

𝑛=0 , 

где an, z0ℂ. Числа an называются коэффициентами степенного ряда. 

Частный случай комплексного степенного ряда – ряд по степеням  z : 

a0 + a1z + a2z
2 + … + anz

n + … =  ∑ 𝑎𝑛𝑧
𝑛∞

𝑛=0  . 

Будем изучать ряд  ∑ anz
n ,  т.к. результаты на общий случай переносятся за-

меной  z = z – z0 . 

Степенной ряд  ∑ anz
n  сходится хотя бы в одной точке (точке z = 0). 

ТЕОРЕМА 35 (Абеля для комплексных степенных рядов) -  

1) Если степенной ряд  ∑ anz
n   сходится в точке  z1  0,  то он сходится аб-

солютно в любой точке  z , удовлетворяющей условию    | z | < | z1 | ; 

2) Если степенной ряд  ∑ anz
n   расходится в точке  z2 ,  то он расходится в 

любой точке  z , удовлетворяющей условию    | z | > | z2 | . 

Из теоремы 35     R>0 такое, что ряд  ∑ anz
n  сходится (абсолютно) 

при  | z | < R  и расходится при  | z | > R.   

Число  R  называют радиусом сходимости ряда ∑ anz
n ,   

круг  | z | < R называют кругом сходимости ряда  ∑ anz
n . 

Применяя признак Даламбера (Коши) к исследованию ряда ∑ | an z
n |  нахо-

дим: 

𝑅 =
1

ℓ
, где ℓ = 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞
|
𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
|  или ℓ = 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞
√|𝑎𝑛|
𝑛

. 
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Замечания -  

1) Формулы для нахождения радиуса сходимости справедливы, если 

ряд  ∑ anz
n   – «полный» (т.е. присутствуют все степени  z ). 

2) Допускается  R = 0 (ряд сходится только в точке  0) и R = +  (ряд 

сходится на всей комплексной плоскости). 

3) Для ряда  ∑ an(z – z0)
n  круг сходимости имеет вид:   

| z – z0 | < R . 

Если ряд  ∑ an(z – z0)
n  – «полный», то формулы для нахождения радиу-

са сходимости для него тоже справедливы. 

СВОЙСТВА СТЕПЕННЫХ РЯДОВ 

 1) Степенной ряд сходится равномерно в любом замкнутом круге, це-

ликом лежащем в круге сходимости. 

 2) Сумма степенного ряда является функцией аналитической. 

 3) Степенной ряд можно почленно дифференцировать любое число 

раз. Получающиеся при этом ряды будут иметь тот же радиус сходимости, 

что и исходный. 

 4) Степенной ряд можно почленно интегрировать по любой кривой,  

лежащей в его круге сходимости. 

 

2.1.4 Разложение функций комплексого переменного 

в степенной ряд 

 

Напомним: говорят, что функция  f(x)  разложима в ряд, если  функ-

циональный ряд  ∑ fn(x), суммой которого является  f(x). 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 24. Пусть  f(z) – аналитическая в окрестности точки  

z0.  Рядом Тейлора функции  f(z) в окрестности точки  z0  (по степеням  z – 

z0) называется степенной ряд вида  


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)(
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0
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0 )(
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)(
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!2
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!1

)(
)(

n

n
n

zz
n

zf
zz

zf
zz

zf
zf 

. 

ТЕОРЕМА 36 (о разложении фкп в степенной ряд) - Если функция 

  f(z)  аналитична в круге  | z – z0 | < R, то она разлагается в этом круге в 

степенной ряд,  причем  этот ряд – ее ряд Тейлора, т.е.  
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
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Если z0 = 0, получаем ряд 
( )

1

(0)
( ) (0) , { }.

!

n
n

n

f
f z f z z G z R

n





     

 
Этот ряд называют рядом Маклорена. 

Разложения, полученные ранее для функций  

xx
xxxxxex




1

1
,

1

1
),1ln(,ch,sh,cos,sin,

 
остаются справедливыми и в комплексном случае. 

ПРИМЕРЫ разложения в ряд Маклорена некоторых функций: 

𝑒𝑧  =   1 +
𝑧

1!
+
𝑧2

2!
+
𝑧3

3!
+ ⋯+

𝑧𝑛

𝑛!
+ ⋯ ; 

𝑆𝑖𝑛𝑧 = 𝑧 −
𝑧3

3!
+
𝑧5

5!
− ⋯+ (−1)𝑛

𝑧2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!
+ ⋯ ; 

𝐶𝑜𝑠𝑧 = 1 −
𝑧2

2!
+
𝑧4

4!
− ⋯+ (−1)𝑛

𝑧2𝑛

(2𝑛)!
+ ⋯ 

1

1 − 𝑧
= 1 + 𝑧 + 𝑧2 +⋯+ 𝑧𝑛 +⋯   . 

 

2.1.5 Ряды Лорана 

Если в точке z0  функция f(z) неаналитична, то для изучения поведения 

функции в окрестности этой точки ряды Тейлора не применимы. Рассмотрим 

обобщения степенных рядов, когда допускаются не только целые положи-

тельные степени, но и отрицательные. Такие ряды применяются для изучения 

функций в окрестности ее точек неаналитичности. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 25. Ряд вида       















0

0

1

00
)()()(

n

n

n
n

n

n

опр

n

n

n
zzazzazza  

называется рядом Лорана (по степеням z – z0, в окрестности точки z0). 

Ряд 





0

0
)(

n

n

n
zza  называется правильной частью ряда Лорана, 
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Ряд 














 
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1
0

1
0

1

0
)(

)()(
n

n

n

n

n

n
n

n

n
zz

b
zzazza  называется главной 

частью ряда Лорана. 

Таким образом,  ряд Лорана сходится в кольце   r < | z – z0 | < R ,   

где  𝑅 =
1

ℓ
,        

ℓ = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

|
𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
|  или ℓ = 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞
√|𝑎𝑛|
𝑛

,

𝑟 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

|
𝑏𝑛+1

𝑏𝑛
|  или 𝑟 = 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞
√|𝑏𝑛|
𝑛

}  ............ (2.1) 

Замечания -  

1)  Формулы  (2.1)  справедливы, если ряд  Лорана  – «полный» (т.е. 

присутствуют все степени  z – z0 ). 

2) Допускается  r = 0 (ряд сходится в проколотой окрестности точки  

z0)  и  R = +∞  (ряд сходится во внешности круга    

|z – z0 | > r). 

3) Если  r  R ,  то ряд Лорана расходится на всей комплексной 

плоскости.  

Из свойств функциональных рядов  следует следующий результат. 

ТЕОРЕМА  37 (о сумме ряда Лорана) -  

Сумма ряда Лорана аналитична в кольце его сходимости. 

ТЕОРЕМА  38  (о разложении функции в ряд Лорана) - Всякая функ-

ция  

f(z),  аналитическая в кольце  r < | z – z0 | < R,  может быть представлена в 

этом кольце в виде суммы ряда Лорана 

,)( 0





n

n
n zza

 

где 

 


C

nn
zt

dttf

i
a

1
0 )(

)(

2

1


, 

C – любая окружность с центром в точке  z0 ,  лежащая в кольце 
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r < | z – z0 | < R . 

Ряд Лорана, о котором идет речь в теореме  38, называется рядом Ло-

рана функции  f(z)  в окрестности точки  z0  (по степеням  z – z0).  

ТЕОРЕМА  39  (единственности) - Если ряд 

,)( 0





n

n
n zza

 

сходится к функции f(z) в кольце  r < | z – z0 | < R, то  

𝑎𝑛 =
1

2𝜋𝑖
∮

𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑡 − 𝑧0)
𝑛+1

𝐶

, 

где C – любая окружность с центром в точке  z0 ,  лежащая в этом кольце. 

 

2.2 Особые точки 

2.2.1 Изолированные особые точки 
 

Напомним, что точка  z0 , в которой функция  f(z)  не является аналити-

ческой,  называется особой точкой функции  f(z) . 

Точку, не являющуюся особой для  f(z) , называют правильной точкой 

функции  f(z) . 

ОПРЕДЕЛНИЕ 26. Точка  z0  называется изолированной особой точ-

кой функции  f(z) , если в некоторой ее окрестности нет других особых то-

чек функции  f(z) .  

Изолированная особая точка  z0  называется 

а) устранимой особой точкой, если czf
zz




)(lim
0

, где  cℂ ; 

б) полюсом, если 


)(lim
0

zf
zz

, 

в) существенно особой точкой, если  )(lim
0

zf
zz

 не существует. 

Замечание - Устранимую особую точку можно «устранить», доопреде-

лив (переопределив) функцию  f(z)  равенством 

𝑓(𝑧0) = 𝑙𝑖𝑚
𝑧→𝑧0

𝑓(𝑧) = 𝑐. 

Новая функция в точке  z0  будет аналитической. 
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ВЗАИМОСВЯЗЬ ХАРАКТЕРА ОСОБОЙ ТОЧКИ С ВИДОМ  

РЯДА ЛОРАНА ФУНКЦИИ В ЕЕ ОКРЕСТНОСТИ 

1) Устранимые особые точки 

ТЕОРЕМА 40 (вид ряда Лорана функции в окрестности ее устранимой 

особой точки) -  ......... Изолированная особая точка  z0  функции  f(z)  является  

устранимой    ряд Лорана функции  f(z)  в окрестности точки  z0  не со-

держит главной части, т.е. имеет вид  

 




n
n

n

n
n zzazzazzaazza )()()()( 0

2
02010

0

0

 

2) Полюсы 

Точка  z0  называется нулем функции  (z) , если  (z0) = 0 . 

Точка z0  называется нулем кратности  m , если    

(z) = (z – z0)
m  g(z),   где  g(z0)  0 . 

Нуль кратности  1  называется простым. 

ТЕОРЕМА 41 (связь полюсов и нулей функций) - Точка  z0  является 

нулем аналитической функции  (z)    z0 – полюс функции 

)(

1
)(

z
zf




. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 27. Кратность нуля  z0  аналитической функции  (z) 

называют кратностью (порядком) полюса  z0  функции 

)(

1
)(

z
zf




. 

Полюс кратности 1 называют простым.   

ТЕОРЕМА 42 (вид ряда Тейлора функции в окрестности нуля) - Точка 

z0  является нулем кратности  m  аналитической функции  (z)     ряд Тей-

лора функции  (z)  в окрестности точки  z0  не содержит первых  m  членов, 

т.е. имеет вид 

 






 1
0100 )()()( m

m
m

m

mn

n
n zzazzazza

. 

СЛЕДСТВИЕ ТЕОРЕМЫ 42 (связь кратности нуля с производными 

функции) -   
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Точка  z0  является нулем кратности  m  аналитической функции  (z)   

.0)(

,0)()()()(

0
)(

0
)1(

000



 

z

zzzz
m

m



 

 

ТЕОРЕМА 43 (вид ряда Лорана функции в окрестности ее полюса) - 

Изолированная особая точка  z0  функции  f(z)  является полюсом кратности  

m    главная часть ряда Лорана функции  f(z)  в окрестности точки  z0  со-

держит только m  членов, т.е. имеет вид 

 
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СЛЕДСТВИЕ ТЕОРЕМЫ 43 (вид функции, имеющей полюс в точке  

z0) - Точка  z0  является полюсом кратности  m  функции  f(z)      

mzz

zg
zf

)(

)(
)(

0


, 

где  g(z) – аналитическая в точке  z0  и  g(z0)  0 . 

Важной характеристикой «полюса» является его порядок или крат-

ность.  

Пусть точка  z = z0  является полюсом функции 

)(

)(
)(

z

z
zf




 . 

Возможны два случая: 

1) если в точке  z = z0     (z0)  0 ,  ψ(z0) = 0, то порядок полюса равен поряд-

ку нуля функции ψ(z0) в точке z0; 

2)  если в точке  z = z0   (z0) = 0 ,  ψ(z0) = 0, то порядок полюса равен разно-

сти порядков нулей числителя и знаменателя. 

Таким образом, для определения порядка полюса функции необходимо 

определить порядок нулей ее числителя и знаменателя в точке z0 . 

Замечание - В случае полюса порядок нуля знаменателя должен быть 

больше порядка того же нуля числителя. Если порядок нуля числителя ока-

жется равным или больше порядка того же нуля знаменателя, то особая точка 

будет являться устранимой особой точкой. 
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3) Существенно особые точки 

ТЕОРЕМА 44 (вид ряда Лорана функции в окрестности ее существен-

но особой точки) - Изолированная особая точка  z0  функции  f(z) является 

существенно особой    главная часть ряда Лорана функции  f(z)  в окрест-

ности точки  z0  содержит бесконечное число членов.  

 

2.2.2 Характер точки  ∞ 

 

Говорят, что функция  f(z)  аналитична в окрестности точки  ∞ , ес-

ли она аналитична в области  | z | > R  (где  R – некоторое число). 

Точка  ∞  называется изолированной особой точкой функции  f(z)  

если  f(z) не имеет особых точек в области  | z | > R  (где  R – некоторое чис-

ло). 

Изолированная особая точка  ∞  называется 

а) устранимой особой точкой, если   𝑙𝑖𝑚
𝑧→∞

𝑓(𝑧) = 𝑐, где  cℂ ; 

б) полюсом, если 𝑙𝑖𝑚
𝑧→∞

𝑓(𝑧) = ∞, 

в) существенно особой точкой, если 𝑙𝑖𝑚
𝑧→∞

𝑓(𝑧) − ∄. 

Говорят, что функция  f(z)  разложима в ряд Лорана в окрестности 

точки  ∞ , если она разложима в ряд Лорана по степеням  z  в кольце  

R < | z | < +∞ , т.е.  

 








 zRza
z

a
zf

n

n
n

n
n
n ,)(

10  
При этом ряд 








0n
n
n

z

a

 
называют правильной частью ряда Лорана функции в окрестности  ∞ ,    

ряд 




1n

n
nza

 
называют главной частью ряда Лорана функции в окрестности  ∞ . 

Для точки  ∞  справедлива следующая теорема. 

ТЕОРЕМА 45 (вид ряда Лорана функции в окрестности ее изолирован-

ной особой точки ∞) - Изолированная особая точка  ∞  функции  f(z)  является  
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а) устранимой    ряд Лорана функции  f(z)  в окрестности точки  ∞ 

не содержит главной части, т.е. имеет вид 








0n
n
n

z

a

, 

б) полюсом кратности  m    главная часть ряда Лорана  функции  f(z) 

в окрестности точки  ∞  содержит только m   членов, т.е. имеет вид 

m
m

n
n

n zazazaa
z

a






 2
210

1 , 

в) существенно особой    главная часть ряда Лорана  ..... функции  f(z) 

в окрестности точки  ∞  содержит бесконечное число членов. 

 

2.3 Вычеты. Основная теорема о вычетах 

2.3.1 Вычет относительно конечной точки 

 

Пусть точка  z0  является изолированной особой точкой функции  f(z). 

Окружим эту точку произвольным контуром С таким, чтобы внутри него 

располагалась лишь точка z0. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 28. Вычетом функции f(z) относительно конечной 

точки z0 называется интеграл 


C

dzzf
i

)(
2

1


, 

где  C – любой контур, удовлетворяющий условиям: 

а) z0  лежит в области  D,  внутренней по отношению к C (т.е. в обла-

сти, которая остается слева при обходе контура  C  против часовой стрелки); 

б) в области  D  и на ее границе  C  нет особых точек функции  f(z) ,  за 

исключением может быть точки  z0 . 

Обозначают: 

)(res
0

zf
zz 

. 

Из определения  следует, что  если  z0 – правильная, то  0)(res
0




zf
zz

. 

ТЕОРЕМА 46 (связь вычета функции относительно  z0ℂ  с коэф-

фициентами ее ряда  Лорана в окрестности  z0 ) -  

Вычет функции  f(z)  относительно  z0ℂ  равен коэффициенту  a –1  

разложения функции  f(z)  в ряд Лорана по степеням  z – z0  в области  
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0 < | z – z0 | < R  (где  R – такое число, что в области 0 < |z – z0 | < R  функ-

ция  f(z) – аналитическая).  

 

Если  z0 – устранимая особая точка, то 0)(res
0




zf
zz

. 

ТЕОРЕМА 47 (вычисление вычета относительно полюса  z0ℂ ) -  

Если  z0ℂ – полюс кратности  m  функции  f(z) , то  

 )()(lim
!)1(

1
)(res

01

1

00

zfzz
dz

d

m
zf m

m

m

zzzz










. 

СЛЕДСТВИЕ ТЕОРЕМЫ 47  (1-я формула для вычисление вычета 

относительно простого полюса  z0ℂ ) – Если  z0ℂ – простой полюс функ-

ции  f(z) , то  

 )()(lim)(res 0
00

zfzzzf
zzzz




. 

СЛЕДСТВИЕ ТЕОРЕМЫ 47 (2-я формула для вычисление вычета 

относительно простого полюса  z0ℂ ) - Пусть  z0ℂ – простой полюс 

функции  f(z)  и 
)(

)(
)(

z

z
zf




 ,  где  (z0)  0 . 

Тогда  
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res)(res

0

0

00 z
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z
zf

zzzz 











. 

Напомним, что изолированная особая точка  z0  называется суще-

ственно особой точкой, если 𝑙𝑖𝑚
𝑧→𝑧0

𝑓(𝑧) − ∄. 

Характерным признаком такой точки служит наличие бесконечно 

большого числа слагаемых в главной части ряда Лорана функции в окрест-

ности этой точки. 

Для определения вычета в существенно особой точке необходимо 

построить ряд Лорана функции и выписать из него значение коэффициента 

a–1, которое и является значением вычета. Другого способа определения 

вычета в данной ситуации нет. 
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2.3.2 Вычет относительно  ∞ 

Пусть ∞ – изолированная особая точка функции  f(z) . 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 29. Вычетом функции  f(z)  относительно ∞  назы-

вается число, равное  


C

dzzf
i

)(
2

1


, 

где  C – любой контур, такой, что в области, внешней по отношению к C , 

нет конечных особых точек функции  f(z) . 

Обозначают: )(res zf
z 

. 

ТЕОРЕМА 48 (связь вычета функции относительно  ∞  с коэффици-

ентами ее ряда  Лорана в окрестности  ∞ ) - Вычет функции  f(z)  относи-

тельно  ∞  равен  –1  a –1 , где  a –1 – коэффициент при  z –1  в разложении 

функции  f(z)  в ряд Лорана в окрестности  ∞  (т.е. в области  | z | > R ).  

ТЕОРЕМА 49 (вычисление вычета относительно устранимой особой 

точки ∞) -  Если  ∞ – устранимая особая точка функции  f(z), то  

)]([lim)(res 2 zfzzf
zz




. 

ТЕОРЕМА 50 (вычисление вычета относительно полюса ∞) – Если 

∞ – полюс кратности m функции f(z) , то  

)]([lim
!)1(

)1(
)(res )1(2 zfz

m
zf mm

z

m

z









 . 

Замечание - Вычисление вычета относительно  ∞  можно свести к 

вычислению вычета относительно  z0 = 0  если сделать замену 𝑧 =
1

𝑡
. 

 

2.3.3 Основная теорема о вычетах 

ТЕОРЕМА 51 (основная теорема о вычетах) -  Пусть 

а) функция f(z) аналитична в ограниченной односвязной области D  

за исключением  конечного  числа изолированных особых точек 

z1 , z2 , … zn ;   
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б)  C – замкнутый контур в D ,  внутри  которого содержатся точ-

ки  z1 , z2 , … zn .   

 Тогда  







n

k
zz

C

zfidzzf
k1

)(res2)(  . 

СЛЕДСТВИЕ ТЕОРЕМЫ 21 -  Пусть функция  f(z)  аналитична в 

ограниченной односвязной области  D  за исключением конечного числа 

изолированных особых точек  z1 , z2 , … zn . Тогда сумма всех вычетов 

функции f(z)  относительно ее особых точек, включая вычет относитель-

но  ∞ , равна нулю, т.е.  

0)(res)(res
1






n

k
zzz

zfzf
k

. 

 

 

2.4 Применение вычетов при вычислении интегралов 

 

а) Вычисление контурных интегралов  

 

ПРИМЕР 10. Найти  





5

2 )6)(3()2(

4sin

z
zzz

zdz

 
Решение – По основной теореме о вычетах имеем: 

∮
sin 4𝑧𝑑𝑧

(𝑧 − 2)2(𝑧 − 3)(𝑧 − 6)
= ∮ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧 =

|𝑧|=5

2𝜋𝑖

|𝑧|=5

(res
𝑧=2

𝑓(𝑧) + res
𝑧=3

𝑓(𝑧)) = 

= 2𝜋𝑖(lim
𝑧→2

((𝑧 − 2)2
sin 4𝑧𝑑𝑧

(𝑧 − 2)2(𝑧 − 3)(𝑧 − 6)
)

′

+ 

+ lim
𝑧→3

sin 4𝑧𝑑𝑧

(𝑧 − 2)2(𝑧 − 3)(𝑧 − 6)
∙ (𝑧 − 3)) = 

= 2𝜋𝑖 (lim
𝑧→2

4 cos 4𝑧(𝑧2 − 9𝑧 + 18) − (2𝑧 − 9) sin 4𝑧

(𝑧2 − 9𝑧 + 18)2
+
sin 12

−3
) = 

= 2𝜋𝑖 (
4 cos 8 ∙ 4 + 5 sin 8

16
−
sin 12

3
) = 2𝜋𝑖 (cos 8 +

5

16
sin 8 −

sin 12

3
). 
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ПРИМЕР 11. Найти  

𝐼 =
1

2𝜋𝑖
∮

𝑧15𝑑𝑧

𝑧8 + 2
=

1

2𝜋𝑖
∮ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧

|𝑧|=3|𝑧|=3

 

Решение – Согласно следствию основной теоремы о вычетах имеем: 

𝐼 = −res
𝑧=∞

𝑓(𝑧). 

Так как 𝑓(𝑧) =
𝑧15

𝑧8+2
=

𝑧15

𝑧8(1+
2

𝑧8
)
= 𝑧7 ∙

1

1+
2

𝑧8

= 𝑧7 (1 −
2

𝑧8
+

4

𝑧16
−⋯) при |𝑧| > √2

8
, 

то −𝑎−1 = res
𝑧=∞

𝑓(𝑧) = 2 ⇒ 𝐼 = −2. 

Замечание – Если в этом примере не использовать понятие вычета в 

∞, то пришлось бы вычислять восемь вычетов в точках 𝑧𝑚 = √2
8

. 

 

б) Вычисление интегралов типа   

∫ 𝑅(cos 𝑥, sin 𝑥)𝑑𝑥.

𝑎+2𝜋

𝑎

 

Имеем: 𝑐𝑜𝑠 𝑥 =
𝑒𝑖𝑥+𝑒−𝑖𝑥

2
, 𝑠𝑖𝑛 𝑥 =

𝑒𝑖𝑥−𝑒−𝑖𝑥

2𝑖
. 

Замена :    z = eix . 

Тогда 𝑑𝑧 = 𝑖𝑒𝑖𝑥𝑑𝑥⇒ 𝑑𝑥 =
𝑑𝑧

𝑖𝑒𝑖𝑥
∙
𝑖

𝑖
= −

𝑖𝑑𝑧

𝑧
, 𝑐𝑜𝑠 𝑥 =

𝑧2+1

2𝑧
, 𝑠𝑖𝑛 𝑥 =

𝑧2−1

2𝑧𝑖
. 

Получим 


















 


1

222

2

1
,

2

1
)sin,(cos

z

a

a

dz
zi

z

z

z
R

z

i
dxxxR



 
 

 

ПРИМЕР 12. Найти  









x

dx

sin35
. 

Решение -  

𝐼 = ∫
𝑑𝑥

5 + 3 sin 𝑥
= ∮

−𝑖

𝑧
∙

𝑑𝑧

5 + 3 ∙
𝑧2 − 1
2𝑧𝑖

=

|𝑧|=1

𝜋

−𝜋
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=

|

|

|
𝑓(𝑧) =

−𝑖

𝑧
∙

1

5 + 3 ∙
𝑧2 − 1
2𝑧𝑖

=
−𝑖

𝑧
∙

1

10𝑖𝑧 + 3𝑧2 − 3
2𝑧𝑖

=

=
−2𝑖 ∙ 𝑖

3𝑧2 + 10𝑖𝑧 − 3
=
2

3
∙

1

𝑧2 +
10𝑖
3
𝑧 − 1

=
2

3
∙

1

(𝑧 + 3𝑖) (𝑧 +
1
3
𝑖)

внутрь контура интегрирования попадает одна особая точка

 𝑧 = −
1

3
𝑖 − простой полюс

|

|

|

= 

=
2

3
∙ 2𝜋𝑖 res

𝑧=−
1
3
𝑖

1

(𝑧 + 3𝑖) (𝑧 +
1
3
𝑖)
= 

=
2

3
∙ 2𝜋𝑖 lim

𝑧→−
1
3
𝑖

1

(𝑧 + 3𝑖) (𝑧 +
1
3
𝑖)
∙ (𝑧 +

1

3
𝑖) =

2

3
∙ 2𝜋𝑖 ∙

1

−
1
3
𝑖 + 3𝑖

=
𝜋

2
. 

 

 

в) Вычисление интегралов типа 






dx
xP

xP

m

n

)(

)(

 

(где  m  n + 2 ,  Pm(x)  0 ,  xℝ ). 

 

ТЕОРЕМА 52 -  Пусть 

)(

)(
)(

xP

xP
xf

m

n

, 

где  Pn(x), Pm(x) – многочлены степени  n  и  m   соответственно, причем  

m  n + 2 ,  Pm(x)  0 ,  xℝ. 

Тогда 











m

k
zz

m

n zfidx
xP

xP

k1

)(res2
)(

)(


 
где  z1 , z2 , … , zm – особые точки  f(z) , лежащие в верхней полуплоскости  

(т.е.  Imzk > 0).  

ПРИМЕР 13. Найти  







dx
xx

x

)9)(1( 22

2
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Решение -  

∫
𝑥2

(𝑥2 + 1)(𝑥2 + 9)
𝑑𝑥

+∞

−∞

= 2𝜋𝑖 (res
𝑧=𝑖

𝑓(𝑧) + res
𝑧=3𝑖

𝑓(𝑧)) = 

= 2𝜋𝑖(lim
𝑧→𝑖

𝑧2

(𝑧 − 𝑖)(𝑧 + 𝑖)(𝑧2 + 9)
∙ (𝑧 − 𝑖) + 

+ lim
𝑧→3𝑖

𝑧2

(𝑧 − 3𝑖)(𝑧 + 3𝑖)(𝑧2 + 1)
∙ (𝑧 − 3𝑖)) = 

= 2𝜋𝑖 (
𝑖2

2𝑖(𝑖2 + 9)
+

9𝑖2

(9𝑖2 + 1)6𝑖
) = 2𝜋𝑖 (

−1

2𝑖 ∙ 8
−

9

−8 ∙ 6𝑖
) =

𝜋

4
. 

 

 

г) Вычисление интегралов типа 

∫ 𝑓(𝑥)𝑐𝑜𝑠𝜆𝑥𝑑𝑥

+∞

−∞

,    ∫ 𝑓(𝑥)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑥𝑑𝑥

+∞

−∞

 

 

ЛЕММА 53 (Жордана) -  Пусть имеется семейство дуг полу-

окружностей   

   CR : | z | = R ,  Imz  0  (где  R  + ) 

Обозначим 

𝑀(𝑅) = 𝑚𝑎𝑥
𝑧∈𝐶𝑅

|𝑓(𝑧)|. 

Если  f(z)  аналитическая в верхней полуплоскости за исключением конеч-

ного числа особых точек и   

𝑙𝑖𝑚
𝑅→+∞

𝑀(𝑅) = 0, 

то 

𝑙𝑖𝑚
𝑅→+∞

∫ 𝑒𝑖𝜆𝑧𝑓(𝑧)𝑑𝑧
𝐶𝑅

= 0, 

где  ℝ ,   > 0. 

ТЕОРЕМА  54 -  Пусть 1) f(z) аналитична на вещественной оси  

 2) f(z) аналитична в верхней полуплоскости за исключением осо-

бых точек z1 , z2 ,…, zm ; 

 3) f(z)  удовлетворяет условиям леммы Жордана. 

Тогда для любого   > 0  интеграл    
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




 dxxfeJ xi )(

 

сходится и  

𝐽 = 2𝜋𝑖∑ 𝑟𝑒𝑠
𝑧=𝑧𝑘

𝑒𝑖𝜆𝑧 ⋅ 𝑓(𝑧)

𝑚

𝑘=1

, 

где  z1 , z2 , … , zm – особые точки  f(z) , лежащие в верхней полуплоскости  

(т.е.  Imzk > 0). 

СЛЕДСТВИЕ ТЕОРЕМЫ 54 -  Пусть f(z) удовлетворяет условиям 

теоремы 54. Тогда 














 








m

k

zi

zz
zfeixdxxf

k1

)(res2Recos)( 

, 














 








m

k

zi

zz
zfeixdxxf

k1

)(res2Imsin)( 

, 

где  z1 , z2 , … , zm – особые точки  f(z) , лежащие в верхней полуплоскости  

(т.е.  Imzk > 0) . 

 

ПРИМЕР 14. Найти  





 102

cos
2 xx

xdx

. 

Решение – Сходимость данного интеграла следует из признака срав-

нения, так как |
𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑥2+2𝑥+10
| ≤ |

1

𝑥2+2𝑥+10
|, а интеграл  ∫

𝑑𝑥

𝑥2+2𝑥+10

+∞

−∞
  сходится. 

Условия леммы Жордана для функции 𝐹(𝑧) =
1

𝑧2+2𝑧+10
, очевидно, выпол-

нены. Согласно следствию теоремы 54, имеем: 

∫
𝑐𝑜𝑠 𝑥 𝑑𝑥

𝑥2 + 2𝑥 + 10
=

+∞

−∞

𝑅𝑒 (2𝜋𝑖 res
𝑧=−1+3𝑖

𝑒𝑖𝑧

(𝑧 − (−1 + 3𝑖))(𝑧 − (−1 − 3𝑖))
) = 
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= 𝑅𝑒 (2𝜋𝑖 res
𝑧=−1+3𝑖

𝑒𝑖𝑧

(𝑧 + 1 − 3𝑖))(𝑧 + 1 + 3𝑖))
) = 

= 𝑅𝑒 (2𝜋𝑖 lim
𝑧→−1+3𝑖

𝑒𝑖𝑧

𝑧 + 1 + 3𝑖
) = 𝑅𝑒 (2𝜋𝑖 ∙

𝑒−3−𝑖

6𝑖
) = 

=
𝜋

3
𝑒−3𝑅𝑒(𝑒−𝑖) =

𝜋

3
𝑒−3 cos 1. 
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