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СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ МЕТОДОВ ОЦЕНКИ ПАРАМЕТРОВ 
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ВЕЙБУЛЛА ДЛЯ ПОВЫШЕНИЯ ТОЧНОСТИ 
ПРОГНОЗИРОВАНИЯ ВЕТРОЭНЕРГЕТИЧЕСКОГО ПОТЕНЦИАЛА

COMPARATIVE STUDY OF METHODS FOR ESTIMATING WEIBULL PARAMETERS 
TO IMPROVE ACCURACY OF PROBABILISTIC WIND ENERGY MODELS

Аннотация. Предложен алгоритм анализа адекватности теоретической модели 
распределения Вейбулла, предназначенный для повышения точности прогнозиро-
вания ветроэнергетических ресурсов. Представлены результаты сравнительной 
оценки методов аппроксимации данных долгосрочных наблюдений за скоростью ве-
тра на примере случайных выборок и фактических данных шести метеостанций, 
расположенных на территориях регионов Арктической зоны Российской Федера-

ЭНЕРГЕТИКА

ENERGY



 8

Энергетика международный технико-экономический журнал

ции. В соответствии с задачей исследования было произведено сравнение наиболее 
часто используемых методов оценки параметров: метода наименьших квадратов, 
метода максимального правдоподобия, метода моментов, а также его модифи-
кации с использованием начальных моментов первого и третьего порядка. Выбор 
оптимального метода осуществлен на основе проверки адекватности полученных 
вероятностных моделей посредством сравнения количественных показателей 
качества аппроксимации (коэффициента детерминации R2, критерия согласия 
Колмогорова-Смирнова), сопоставления эмпирических и теоретических моментов 
распределения, ошибки прогнозируемой величины мощности ветрового потока и 
среднегодового ветроэнергетического потенциала. Наилучшие оценки параметров 
теоретических моделей распределения для большей части исследованных фактиче-
ских выборок получены при использовании модифицированного метода моментов. 
Ошибка прогнозирования потенциальной энергии ветра в среднем рабочем диапа-
зоне скоростей ветроэлектической установки (4…25 м/с) во всех случаях не превы-
сила 5 %.
Ключевые слова: возобновляемая энергетика, ветроэнергетика, распределение 
Вейбулла, оценка параметров распределения, вероятностные модели, моделирова-
ние по методу Монте-Карло.

Abstract. The article proposes an algorithm and results of comparison several methods 
for estimation Weibull distribution parameters used to fit long-term wind speed data 
distribution. The least squares method, maximum likelihood method, method of moments and 
its modification using the first and third moments were included in analysis. In performance 
analysis by Monte-Carlo simulation random samples and observed wind speed data from 
six weather stations located in Arctic territories of Russia were used. Goodness-of-fit was 
quantified using statistical criteria (coefficient of determination R2, Kolmogorov-Smirnov 
test) as well as comparisons of empirical and theoretical distribution moments and mean 
absolute percentage error of power density and annual wind energy. As a result best fitted 
probabilistic models for most wind speed data samples were obtained with modified method 
of moments. Mean absolute percentage error in annual wind energy calculated for average 
wind turbine operational speed range (4−25 m/s) does not exceed 5 % for all cases.  
Keywords: renewable energy, wind energy, Weibull distribution, Weibull parameters 
estimation, probabilistic models, Monte-Carlo simulation.

Введение
Развитие и интегрирование в системы 

электроснабжения возобновляемых источ-
ников энергии (ВИЭ) в настоящее является 
общемировым трендом современной энер-
гетики. В России наиболее перспективным 
является использование ВИЭ для электро-
снабжения удаленных от энергосистемы по-
требителей, где существуют проблемы, свя-
занные со сложностью доставки и большими 
затратами на топливо, отсутствует развитая 
сеть электроснабжения и существует про-
блема износа генерирующего оборудования 
дизельных электростанций. Вышеперечис-
ленные проблемы характерны для населен-
ных пунктов и объектов электроснабжения, 
расположенных в регионах Российской Ар-
ктики, где имеется значительный потенци-
ал ветровых энергоресурсов [1].

С целью повышения эксплуатацион-
ной надежности и экономической эффек-
тивности ветроэнергетических установок 
(ВЭУ) важной задачей является достоверный 
анализ ветрового режима на территории их 
предполагаемого размещения [2]. Оценка 
ветроэнергетического потенциала и про-
гнозирования объемов выработки энергии 
ВЭУ осуществляется с помощью вероятност-
ных моделей, описывающих распределение 
скорости ветра по данным долгосрочных 
наблюдений. Из множества различных за-
конов распределения, используемых для 
аппроксимации распределения скоростей 
ветра, практически обоснованным и наибо-
лее часто используемым является двухпара-
метрическое распределение Вейбулла [3, 4]. 
Вероятностные модели на основе данного 
закона распределения используются в про-
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граммных инструментах для ветроэнерге-
тических расчетов, таких как HOMER, WAsP, 
WindPro, WindoGrapher и др. Степень соот-
ветствия теоретической модели эмпириче-
скому распределению во многом зависит от 
метода оценки неизвестных параметров. В 
статьях, посвященных данной проблеме от-
мечается, что точность оценки параметров 
статистических моделей, произведенных 
разными методами, может варьироваться 
в зависимости от размеров выборки, стати-
стических показателей выборки и использу-
емых для оценки качества аппроксимации 
критериев [4, 5].

В данной статье приводятся результа-
ты сравнения четырех методов оценки пара-
метров: 

•	метод наименьших квадратов (МНК) 
[3, 6, c. 73]; 

•	метод максимального правдоподо-
бия (ММП) [6, c. 77]; 

•	и методы моментов (ММ, ММ3) [5, 6, 
c. 75].

Распределение Вейбулла и методы 
оценки параметров

Дифференциальная и интегральная 
формы закона распределения Вейбулла име-
ют следующий вид [3, с. 106]:

 

 
где v − скорость ветра, м/с; c – параметр масштаба 
распределения, м/с; k – параметр формы.

Параметр формы распределения ха-
рактеризует разброс скоростей ветра от-
носительно среднего. Меньшие значения 
данного параметра обусловлены большим 
количеством штилей, большие значения ха-
рактерны для более ровного распределения 
скоростей ветра [2]. 

Параметр масштаба распределения за-
висит от средней скорости ветра  и опреде-
ляется по формуле

                                              (1)

где Г – гамма-функция.
Оценка параметров распределения ме-

тодом наименьших квадратов (графический, 
метод двойного логарифмирования) заключает-

ся в нахождении коэффициентов линейной 
зависимости между дважды логарифмиро-
ванными точками эмпирической кривой 
обеспеченности и логарифмами середин ин-
тервалов скоростей ветра между градация-
ми вариационного ряда:

 
где Fi и vi – значения функции обеспеченности и 
скорости ветра на i-й градации; a, b − коэффици-
енты линейной регрессионной модели.

Определив значения коэффициентов 
линейной модели, оценку параметра мас-
штаба с можно вычислить из следующего со-
отношения:

 

Оценка параметра формы k эквива-
лентна коэффициенту а.

Оценка параметров методом макси-
мального правдоподобия (ММП) осущест-
вляется путем максимизации функции 
правдоподобия [4]. Искомые оценки вычис-
ляются из следующих уравнений числен-
ным методом [6, c. 77]:

 

 
Для того чтобы воспользоваться вы-

шеперечисленными методами, требуется 
временной ряд долгосрочных наблюдений 
скорости ветра. К методам, не требующим 
полной информации о распределении ско-
рости ветра и позволяющим производить 
оценку параметров по двум моментам рас-
пределения, относится метод моментов 
(ММ, ММ3).

Оценка параметра коэффициента фор-
мы методом моментов с использованием 
первого начального момента и центрально-
го момента второго порядка (ММ) опреде-
ляется посредством решения следующего 
уравнения численным методом:

 

где  − среднеквадратическое отклонение ско-
рости ветра;  – средняя выборочная скорость 
ветра, м/с.

Оценка параметра масштаба определя-
ется из соотношения (1).
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Используя начальные моменты перво-
го и третьего порядков, оценки параметров 
распределения можно вычислить из следу-
ющих соотношений (метод ММ3):

 
 
Анализ адекватности теоретиче-

ской модели распределения
При известных значениях параметров 

распределения точность оценок определяет-
ся по среднеквадратической ошибке [4]:

                              (2)

где   − истинное значение параметра и его 
оценка; N – число статистических испытаний.

В качестве критерия качества аппрок-
симации в данном исследовании использу-
ется коэффициент детерминации [3, с. 186]:

 
где    – логарифмически преоб-
разованные точки эмпирической кривой обеспе-
ченности, теоретической функции вероятности 
распределения и середины интервалов вариаци-
онного ряда; ni – число интервалов.

Величина максимального расхожде-
ния между точками эмпирической функ-
ции обеспеченности и теоретической функ-
ции вероятности определяется по критерию 
Колмогорова-Смирнова, значение которого 
не должно превышать критического значе-
ния, рассчитываемого по формуле [3, с. 148]

 
где  = 1,358 – коэффициент, соответствующий 
уровню значимости ( α = 0,05); n – объем выборки.

Дополнительным критерием адек-
ватности модели распределения является 
ошибка прогнозируемого показателя [5], 
которым в данном случае является средне-
срочная мощность P. Величина мощности 
пропорциональна среднему значению куби-
ческой скорости ветра и рассчитывается по 
формуле 

                                                                        (3)
где  − плотность воздуха (в данном исследова-
нии принимается  = 1,225 кг/м3).

По определенным оценкам параме-
тров данная величина может быть найдена 
из соотношения:

                                  (4)

Для оценки погрешности прогноза те-
оретической модели используется средняя 
абсолютная процентная ошибка:

                       (5)

Постановка эксперимента и резуль-
таты сравнения

Анализ точности методов оценки вы-
полнялся посредством алгоритма (рисунок 
1, а), реализованного в программной среде 
MATLAB. Генерирование случайных выбо-
рок осуществлялось посредством обратной 
функции распределения вероятности [7,  
с. 494]:

                                                                        (6)
где c, k – заданные значения распределения; U − 
ряд псевдослучайных чисел с равномерным нор-
мальным распределением в интервале (0,1).

В серии статистических испытаний по 
методу Монте-Карло с числом повторений  
N = 1000 были исследованы случайные вы-
борки объемом n = 100, 1000, 10000 с варьиро-
ванием параметра формы в интервале от 1 до 
2,5 и параметра масштаба от 1 до 10, что охва-
тывает весь диапазон значений данных пара-
метров на территории России [2, с. 33−34].

По результатам проведенных испыта-
ний, представленных в виде усредненных 
значений ошибок оценки параметров (2) и 
показателей качества аппроксимации (та-
блица 1), видно, что для оценок, определен-
ных по МНК, характерно несколько боль-
шее отклонение от истинных заданных 
параметров. Наилучшие оценки при объеме 
случайной выборки (n = 100, n = 1000) были 
получены по ММП, что согласуется со зна-
чениями коэффициента детерминации R2 и 
критерием Колмогорова-Смирнова Dn. Одна-
ко разница в данных показателях для мето-
да максимального правдоподобия и методов 
моментов незначительна.
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Условные обозначения  

Х Ряд непрерывных значений случайной выборки  

Х    Вариационный ряд случайной выборки  

 

 
Параметр 
масштаба 

2 10С = ÷  

Параметр 
формы 

1 2,5K = ÷

Размер 
выработки 
100,1000,10000N =

Данные метеорологических наблюдений 
скорости ветра 

Генерирование случайной выборки ГПСЧ 

Оценка параметров распределения 

Оценка качества аппроксимации
2

θ nσ , ,R D   

Оценка ошибки  
программируемой величины рε  

Оценка параметров распределения 

Оценка качества аппроксимации
2

n,R D   

Сравнение выборочных моментов 
и моментов теоретической модели 

Генерирование случайной выборки 

Оценка ошибки  
программируемой величины р ωε ,ε  

Рисунок 1 – Алгоритм анализа адекватности теоретической модели распределения
Figure 1 – Algorithm for the analysis of the adequacy of a theoretical distribution model

Таблица 1 – Погрешность оценки параметров и показатели качества аппроксимации

Метод оценки σc σk R2 Dn

n = 100 (Dn. кр. = 0,136)

МНК 0,425 0,180 0,947 0,049

ММП 0,410 0,144 0,951 0,044

ММ 0,413 0,150 0,950 0,045

ММ3 0,415 0,150 0,950 0,044

n = 1000 (Dn. кр. = 0,043)

МНК 0,140 0,060 0,9887 0,017

ММП 0,128 0,051 0,9890 0,014

ММ 0,131 0,054 0,9887 0,015

ММ3 0,130 0,054 0,9888 0,015

n = 10000 (Dn. кр. = 0,014)

МНК 0,059 0,026 0,9872 0,008

ММП 0,042 0,026 0,9874 0,007

ММ 0,043 0,028 0,9873 0,007

ММ3 0,042 0,025 0,9874 0,006
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Более явные различия наблюдаются 
при сравнении прогнозируемой мощности, 
величина которой зависит от начального 
момента третьего порядка теоретической 
модели распределения (4), с мощностью, рас-
считанной по исходному ряду значений слу-
чайной выборки (3). По результатам расчета 
можно видеть, что в наиболее характерном 
для распределения скоростей ветра диапа-
зоне параметра формы (k = 1...2), среднее зна-
чение ошибки прогнозируемой величины 
(5) минимально для теоретической модели 

с параметрами, определенными по методу 
ММ3.

Для подтверждения полученных ре-
зультатов был проведен анализ методов 
оценки с использованием фактических 
данных наблюдений скорости ветра не-
скольких метеорологических станций, рас-
положенных на территории арктической 
зоны (НАО, ЯНАО и Таймырского Долгано-
Ненецкого района). Данные наблюдений (та-
блица 2) получены из электронного архива 
ВНИИГМИ-МЦД [8].
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Рисунок 2 – Средние абсолютные ошибки значений мощности ветрового потока, рассчитанных 
по теоретическим моделям: 1 – МНК; 2 – ММП; 3 – ММ; 4 – ММ3

Figure 2 – Average absolute errors of wind flow power values calculated by theoretical models: 
1 – OLS; 2 – MMP; 3 – MM; 4 – MM3

Таблица 2 – Основные сведения о метеостанциях и выборке данных

Метеостанция Широта Долгота
Высота над 

уровнем моря, м
Период 

наблюдений
Количество 
наблюдений

Амдерма 69о46' 61о41' 53

1966−2018

152048

Нарьян-Мар 67о38' 53о02' 5 154864

Новый порт 67о41' 72о53' 11 152200

Салехард 66о32' 66о40' 15 151200

Диксон 73о31' 80о24' 42 154128

Хатанга 71о59' 102о28' 31 154128
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Используя алгоритм, изображенный 
на рисунке 1, б, была произведена оценка 
параметров теоретических распределений 

для выборок скорости ветра, сгруппирован-
ных по месяцам (рисунок 4). Ниже приведе-
ны результаты для метеостанции 1.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Месяцы5

6
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Рисунок 4 – Оценки параметров масштаба (а) и формы (б) распределения скорости ветра для каждого 
месяца (данные метеостанции 1):  − МНК;  − ММП;  − ММ;  − ММ3

Figure 4 – Estimates of the parameters of scale (a) and shape (b) of the distribution of wind speed for each month 
(data from weather station 1):  – OLS;  – MMP;  – MM;  – MM3

Сравнивая отклонения моментов тео-
ретических моделей от моментов случайной 
выборки, видно, что модель с параметрами 
оцененными по методу моментов ММ3 имеет 
минимальные ошибки среднего и среднеку-
бического значений , а также коэф-
фициентов асимметриии эксцесса . 

Величина отклоненияцентрального момен-
та второго порядка от выборочной диспер-
сии  в целом не превышает ошибки мо-
дели с оценками параметров определенных 
по ММП. Сходные результаты были получе-
ны для всех исследованных выборок факти-
ческих данных.
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Рисунок 5 – Сравнение теоретических и эмпирических моментов: 1 – МНК; 2 – ММП; 3 – ММ; 4 – ММ3

Figure 5 – Comparison of theoretical and empirical points: 1 – OLS; 2 – MMP; 3 – MM; 4 – MM3

Для оценки точности прогнозирова-
ния мощности и энергии ветрового пото-
ка посредством обратного распределения 
(6) были смоделированы 1000 случайных 
выборок с оценками параметров, получен-
ными каждым из методов. Ошибки рас-
чета прогнозируемых величин мощности 
ветрового потока в диапазоне скорости от 

0 до максимальной зарегистрированной, а 
также в диапазоне рабочих скоростей ВЭУ 
(4…25 м/с) [6, c. 146], рассчитанных для каж-
дого месяца, показаны на рисунке 6. Пу-
тем дискретного суммирования значений 
удельной мощности был рассчитан средне-
годовой ветроэнергетический потенциал 
(таблица 3).
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По результатам расчета прогнозируе-
мой величины среднегодового ветроэнерге-
тического потенциала видно, что минималь-
ная ошибка соответствует теоретическим 
моделям с параметрами, рассчитанными по 
методу ММ3, за исключением моделей рас-
пределений данных метеостанций 1 и 4, для 
которых наилучший результат получен при 
оценке параметров ММП (таблица 3). 

Выводы
Проанализирована адекватность веро-

ятностных моделей скорости ветра с целью 
повышения точности оценки ветроэнерге-
тического потенциала и прогнозирования 

выработки энергии ВЭУ. По совокупности 
используемых в исследовании критериев, 
теоретические модели с параметрами, оце-
ненными модифицированным методом 
моментов c использованием начальных мо-
ментов первого и третьего порядков (ММ3) 
наиболее адекватно описывают фактиче-
ские данные распределения скорости ве-
тра для большей части рассмотренных в ис-
следовании местностей. Величина ошибки 
расчетной величины среднемесячных зна-
чений мощности и среднегодовой потенци-
альной энергии ветра в рабочем диапазоне 
ВЭУ во всех случаях не превышает 5 %.
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Рисунок 6 – Относительные ошибки прогнозирования среднемесячной мощности: 
 − МНК;  − ММП;  − ММ;  − ММ3

Figure 6 – Relative errors in forecasting average monthly power:  – OLS;  – MMP;  – MM;  – MM3

Таблица 3 – Среднегодовой ветроэнергетический потенциал*

Метеостанция ,

кВт.ч

(  %)

МНК ММП ММ ММ3

Δ 0 = 0…max

1 2917,17 2904,01(−0,45) 2945,45 (0,97) 2926,4 (0,32) 2917,03 (−0,005)

2 721,887 770,099(6,68) 733,969(1,67) 723,821(0,27) 721,324(−0,09)

3 2060,65 2121,11(2,93) 2097,09(1,77) 2052,01(−0,42) 2060,63(−0,001)

4 609,518 636,207(4,38) 621,135(1,97) 608,066(−0,24) 608,94(−0,10)

5 3256,05 3236,31 (−0,61) 3302,19 (1,42) 3267,13 (0,34) 3255,94 (−0,003)

6 952,592 1114,89(17,04) 932,323(−2,13) 928,589 (−2,52) 952,125 (−0,05)

Δv = 4…25 м/с

1 2872,8 2945,8(2,54) 2836,09(−1,28) 2845,84(−0,94) 2872,55(−0,009)

2 687,797 724,476(5,33) 667,717(−2,92) 660,171(−4,02) 662,112(−3,73)

3 2017,82 2181,42(8,11) 2036,56(0,93) 1998,92(−0,94) 2015,12(−0,13)

4 571,441 600,455(5,08) 577,931(1,14) 558,191 (−2,32) 558,341(−2,29)

5 3223,4 3197,68(−0,80) 3200,76(−0,70) 3191,82(−0,98) 3210,66(−0,40)

6 919,667 1091,73(18,71) 875,972(−4,75) 870,954(−5,30) 896,957(−2,47)

*Примечание:  – величина потенциальной энергии ветра, рассчитанная по исходному временному ряду 
скорости ветра;  – прогнозируемая величина энергии ветра, рассчитанная по случайной выборке, 
полученной из теоретического распределения.
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