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ГЛАВА 1. Дифференциальное исчисление 

функции одной переменной 

1.1 Варианты контрольной работы 1 

 

Вариант  1 

Найти предел функций: 

1) 
13

26
lim

2

3





 x

xx

x

; 

2) 
492

127
lim

23

2

4 



 xxx

xx

x

; 

3) 
2

13
lim

2

2 



 x

x

x

; 

4) 
xCos

x

x  1
lim

2

0

; 

5) 
x

x

x x

x
12

1

2
lim

















. 

Найти производные данных функций: 

6) )23ln(ln 3xy  ; 

 
7) )1ee2e2(nxy xx2x   ; 

8) 










 ;

,

2

2

t

t

ey

ex
 

9) x xy  . 

 

10) Составить уравнение касательной и нормали к кривой  

у = (4х – х2)/4  в точке с абсциссой 20 x . 

Исследовать функции и построить их графики: 

11) 
4

12
2 


x

y ;  12) 
x

xnl
xy  .
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Вариант  2 

Найти предел функций: 

1) ; 

2) ; 

3) ; 

4) ; 

5) . 

Найти производные данных функций: 

6) ; 

7) ; 

8)  

9) . 

10) Составить уравнение касательной и нормали к кривой 

у = 2х2 + 3х – 1 в точке с абсциссой . 

Исследовать функции и построить их графики: 
 

11) ;  12) . 

Вариант  3 

Найти предел функций: 

1) ; 

2) ; 

3) ; 

4) ; 

5) . 

 

Найти производные данных функций: 

6) ; 

7) ; 
8)  

9) . 

10) Составить уравнение касательной и нормали к кривой 

у = х – х3  в точке с абсциссой . 

Исследовать функции и построить их графики: 

11) ; 
 

12) . 

252

158
lim

4

23





 x

xx

x

27

158
lim

3

2

3 



 x

xx

x

37

212
lim

2

2

4 



 x

x

x

xSin

xCos

x
2

3

0

1
lim





2

32

12
lim

















x

x x

x

x

x
y

1
cosln




8/)x2cosx2sin2(ey x2 








);cos1(2

),sin(2

ty

ttx

xxy 

20 x

xnlxy 
3

13

xx
y 

4

5
lim

2

34





 x

xx

x

34

42
lim

2

34

1 



 xx

xxx

x

4

31
lim

2

2

2 



 x

x

x

xSinx

xSinxtg

x
2

0

lim




12

13

43
lim

















x

x x

x

)()( arctgxnnxarctgy  

2

3e
arctg

2

1
y

x 


3

3

2cos ,

4sin ;

x t

y t

 



xxy sin

10 x

2

4




x
xy 12  xxy
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Вариант  4 

Найти предел функций: 

1) ; 

2) ; 

3) ; 

4) ; 

5) . 

 

Найти производные данных функций: 

6) ; 

7) ; 

8)   

9) . 

10) Составить уравнение касательной и нормали к кривой  

у = х2 +8 -32 в точке с абсциссой . 

Исследовать функции и построить их графики: 

11) ; 
 

12) . 

 

Вариант  5 

Найти предел функций: 

1) ; 

2) ; 

3) ; 

4) ; 

5) . 

 

Найти производные данных функций: 

6) ; 

7) ; 

8)  

9) . 

10) Составить уравнение касательной и нормали к кривой  

у = х +    в точке с абсциссой . 

Исследовать функции и построить их графики: 

11) ; 
 

12) . 

128

147
lim

2

2





 xx

xx

x

32

54
lim

34

23

1 



 xx

xx

x

x

xx

x





11
lim

0

xCos

xCos

x 81

41
lim

0 





x

x

x x

x 3

12

2

3
lim


















xxy 22 10

x

x

21

21
n

4n

1
y




 










;2coscos2

,2sinsin2

tty

ttx

xxy sin)(cos

x 40 x

2

12

xx
y  )4( 2xnly 

32

1
lim

2





 x

x

x

4

823
lim

2

2

2 



 x

xx

x

11

4
lim

2

2 



 x

x

x

xxSin

xCosxCos

x 2
lim

3

0





13

12

32
lim

















x

x x

x

)arcsin( nxy 

11e

11e
ln1e2y

x

x
x




 









;sin2

,cos2

2

2

ty

tx

2xxy 

3x 10 x

2

1
2

x
y  xarcctgxy 2
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Вариант  6 

Найти предел функций: 

1) ; 

2) ; 

3) ; 

4) ; 

5) . 

 

Найти производные данных функций: 

6) ; 

7) ; 
8)  

9) . 

10) Составить уравнение касательной и нормали к кривой   

у = - 20  в точке с абсциссой . 

Исследовать функции и построить их графики: 

11) ;  

 

12) . 

Вариант  7 

Найти предел функций: 

1) ; 

2) ; 

3) ; 

4) ; 

5) . 

Найти производные данных функций: 

6) ; 

7) ; 

8)  

9) . 

10) Составить уравнение касательной и нормали к кривой   

  в точке с абсциссой . 

Исследовать функции и построить их графики: 

11) ; 
 

12) .

23

13
lim

23

2





 xx

xx

x

4

403
lim

2

34

2 



 x

xx

x

25

18
lim

2

2

3 



 x

x

x

xSinxtg

xSinx

x 

4
lim

2

0

12

1

2
lim

















x

x x

x

)ln(tgxy 

3x )arctge(
3

2
y  









 ;

,

3

3

t

t

ey

ex

narctgxarctgxy )2/1()(

3 2x 80 x

2

31

x

x
y


 3 23 2 )1()1(  xxy

426

243
lim

3

2





 xx

xx

x

23

8
lim

2

3

2 



 xx

x

x

526

22
lim

1 



 x

x

x

xtg

xnarcsi

x

2

2
lim

0 

15

2

2
2

2

1
lim





















x

x x

x

xx2 arctge2)1e(n
2

1
y   








);cos1(3

),sin(3

ty

ttx

xe5)x(siny 

x1

x1
y




 40 x

3

362






x

xx
y 12 )34(  xexxy
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Вариант  8 

Найти предел функций: 

1) ; 

2) ; 

3) ; 

4) ; 

5) . 

 

Найти производные данных функций: 

6) ; 

7) ; 

8)  

9) . 

10) Составить уравнение касательной и нормали к кривой   

у = 8 - 70  в точке с абсциссой . 

Исследовать функции и построить их графики: 

11) ; 

 

12) . 

Вариант  9 

Найти предел функций: 

1) ; 

2) ; 

3) ; 

4) ; 

5) . 

 

Найти производные данных функций: 

6) ; 

  

7) ; 

8)  

9) . 

10) Составить уравнение касательной и нормали к кривой  

у = 2х2 - 3х + 1 в точке с абсциссой . 

Исследовать функции и построить их графики: 

11) ;  

 

12) . 

20

1492
lim

2

23





 xx

xx

x

725

623
lim

2

23

1 



 xx

xxx

x

25

12
lim

2
5 



 x

x

x

xtgx

xCos

x 2

14
lim

0





x

x

x

x 



 1

2

1

)2(lim

nxxarctgy  2

3

2

)1(6

112718






x

xx

e

ee
y 









;sin6

,cos3

3

3

ty

tx

x3)nx(y 

4 x 160 x

12

3




x

x
y 22 )1(  xnly

32

12
lim

2

23





 xx

xx

x

xx

xxx

x 




3

34

1

22
lim

1

23
lim

3

2

1 



 x

x

x

xSin

xxCos

x
3

0

)12(
lim





x

x

x 2

1

0 2
1lim 












xxy 310

2n/)12arctg12(2y xx 









;3coscos3

,3sinsin3

tty

ttx

xe2)x3ctg(y 

10 x

2

3

)1(2 


x

x
y xexy  5
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Вариант  10 

Найти предел функций: 

1) 
12

1
lim

3 3

2





 x

xx

x

; 

2) 
1032

8
lim

3

3

2 



 xx

x

x

; 

3) 
38

23
lim

2

2

1 



 x

x

x

; 

4) 
3

0 2

2
lim

x

SinxxnSi

x





; 

5) 

1

2

2
2

4

2
lim





















x

x x

x
. 

Найти производные данных функций: 

6) 
xn

y
3

1


 ;  

7) xexy  1)2(2 ; 

8) 










;13

,13

3

3

tty

ttx
  

9) )xsinx(n8)xsinx(y  . 

10) Составить уравнение касательной и нормали к кривой  

у = (х2 - 3х + 6)/x2   в точке с абсциссой 30 x . 

Исследовать функции и построить их графики: 

11) 
3)1(

10

x

x
y


 ;  

 

12) 
3 31 xy  . 

Вариант  11 

Найти предел функций: 

1) 
15

224
lim

34

23





 xx

xx

x

; 

2) 
65

2835
lim

2

23

2 



 xx

xx

x

; 

3) 
42

lim
2

2

0 



 x

xx

x

; 

4) 
xSinx

xSinxtg

x 2
lim

2
0





; 

5) 
x

x

x x

x
12

32

12
lim

















. 

Найти производные данных функций: 

 

6) )arcsin(cos xy  ; 

 

7) )/()xcosxsin(ey 22x  
; 

8) 













);3/sin(

,
3

13

3

3

2

tty

t

t
x

 

9) 
tgx3 )4x(y  . 

10) Составить уравнение касательной и нормали к кривой  

у = x -3 3 x   в точке с абсциссой 640 x . 

Исследовать функции и построить их графики: 

11) 
1

1
2

2






x

x
y ; 12) 

x

e
y

x

2
 . 



10 

 

Вариант  12 

Найти предел функций: 

1) 
1

492
lim

3

2





 xx

xx

x

; 

2) 
23

22
lim

2

23

2 



 xx

xxx

x

; 

3) 
xx

x

x 4

13
lim

3

2

2 





; 

4) 
xtg

xSin

x 2

3
lim

0

; 

5) 
1

2

2

3

1

1
lim




















 x

x

x x

x
. 

Найти производные данных функций: 

6) )3(sin xny  ; 

 

7) )/()xcosxsin(ey 22x   ; 

8) 










 ;

,

4

4

t

t

ey

ex
 

9) 2/x5)x(siny  . 

10) Составить уравнение касательной и нормали к кривой   

у=(х3 + 2)/(х3 -2)  в точке с абсциссой 20 x . 

Исследовать функции и построить их графики: 

11) 
)1(2

12 2






x

xx
y ;  

 

12) xnlxy  . 

 

Вариант  13 

Найти предел функций: 

1) 
1

123
lim

4

2





 x

xx

x

; 

2) 
34

3342
lim

2

23

1 



 xx

xxx

x

; 

3) 
24

39
lim

2

0 



 x

x

x

; 

4) 
3 2

0 )1(
lim

Cosx

xSin

x 

; 

5) 
2

1

2

5
lim

















x

x x

x
. 

 

Найти производные данных функций: 

6) )6( xtgny  ; 

7) 













)b4a(2

bx2sinb2b2bx2cosa

a2

1
ey

22

ax ; 

8) 








);cos1(4

),sin(4

ty

ttx
 

9) 19x x19y
19

 . 

10) Составить уравнение касательной и нормали к кривой   

у = 2х2 + 3 в точке с абсциссой 10 x . 

Исследовать функции и построить их графики: 

11) 
8

4 43 xx
y


 ; 12) 

1

1

2

1






x

x
nly . 
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Вариант  14 

Найти предел функций: 

1) 
132

14
lim

23

23





 xx

xxx

x

; 

2) 
32

632
lim

2

23

1 



 xx

xxx

x

; 

3) 
38

1
lim

2

1 



 x

x

x

; 

4)
Sinx

xCosxCos

x

)3()3(
lim

0





; 

5) 
x

x

x x

x 3

1

2

2

3

4

4
lim





















. 

Найти производные данных функций: 

6) xnxarctgy 53  ; 

 

7) )e1(n)e1/(1xy xx    

8) 










;sin8

,cos4

3

3

ty

tx
 

9) 
x/1e)x(siny  . 

10) Составить уравнение касательной и нормали к кривой   

1x

6x
y

4

29




   в точке с абсциссой 10 x . 

Исследовать функции и построить их графики: 

11) 
x

x
y

1

2

2

 ;  12)  3 23 2 )1()1(
2

1
 xxy . 

Вариант  15 

Найти предел функций: 

1) 
2

1
lim

2

3 3





 xx

x

x

; 

2) 
45

423
lim

2

34

1 



 xx

xxx

x

; 

3) 
3

3 3

0

11
lim

x

x

x





; 

4) 
xCos

xCos

x 61

31
lim

0 





; 

5) 
2

1

3

1
lim

















x

x x

x
. 

Найти производные данных функций: 

6) 
xxy 53 10 ; 

 

7) 6/x3/x6/x arctge3]e1)e1[(n3xy   ; 

8) 








;4coscos4

,4sinsin4

tty

ttx
 

9) 
xcosexy  . 

10) Составить уравнение касательной и нормали к кривой   

y = 2x + 1/x  в точке с абсциссой 10 x . 

Исследовать функции и построить их графики: 

11) 
6

2123 


xx
y ; 12) 

xex
y

2

1
 . 
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Вариант  16 

Найти предел функций: 

1) 
2

2 1
lim

xx

xx

x 





; 

2) 
34

23
lim

2

23

1 



 xx

xx

x

; 

3) 
1

lim
1 



 x

xx

x

; 

4) 
xCos

x

x 21
lim

0 

; 

5) 
2

1

32

12
lim

















x

x x

x
. 

 

Найти производные данных функций: 

6) 
xn

y
4

1


 ; 

7) 
4/xe1

8
xy


 ; 

8) 










;14

,14

4

4

tty

ttx
 

9) 
xsinexy  . 

10) Составить уравнение касательной и нормали к кривой  

у = - 2(х8 + 2)/(3(x4+1))  в точке с абсциссой 10 x . 

Исследовать функции и построить их графики: 

11) 
22 )1(

11




xx
y ;  12) 

2

1 xey  . 

Вариант  17 

Найти предел функций: 

1) 
32

524
lim

2

23





 xx

xx

x

; 

2) 
12

43
lim

3

24

1 



 xx

xx

x

; 

3) 
16

37
lim

2

2

4 



 x

x

x

; 

4) 
xtgx

xCos

x 3

14
lim

0





; 

5) 
2

13

12

12
lim

















x

x x

x
. 

Найти производные данных функций: 

6) xy arcsin ; 

 

 

7) xx2x earcsin)1ee(ny   ; 

8) 










;sin8

,cos4

2

2

ty

tx
 

9) 
arctgxexy  . 

10) Составить уравнение касательной и нормали к кривой   

1

1
4

5






x

x
y   в точке с абсциссой 10 x . 

Исследовать функции и построить их графики: 

11) 
1

12
2

2






x

xx
y ;  

 

12) xnlxy  . 



 

 

13 

 

Вариант  18 

Найти предел функций: 

1) 
1

1
lim

4





 x

xx

x

; 

2) 
33

122
lim

23

23

1 



 xxx

xxx

x

; 

3) 
3

3
lim

3 



 x

x

x

; 

4) 
x

xnsiarc

x 3

2
lim

0

; 

5) 

1

13

53
lim

















x

x x

x
. 

Найти производные данных функций: 

6) )6ln(cos xy  ; 

 

7) )e11(nearcsinexy x2xx    ; 

 

8) 










 ;

,

5

5

t

t

ey

ex
 

9) xx29 29xy  . 

10) Составить уравнение касательной и нормали к кривой   

2

16

x51

9x
y




   в точке с абсциссой 10 x . 

Исследовать функции и построить их графики: 
 

11) 
3 232 xxy  ;  12) xexy

1

 . 

Вариант  19 

Найти предел функций: 

1) 
12

23
lim

4

24





 xx

xx

x

; 

2) 
18218

935
lim

23

23

3 



 xxx

xxx

x

; 

3) 
x

xx

x 4

11
lim

0





; 

4) 
Cosxx

Sinxtgx

x
3

0

lim




; 

5) 

x

x x

x









 3
lim . 

 

Найти производные данных функций: 
 

6) )( nxarctgy  ; 

 

7) 
32/2/2/ )(2 xxx arctgearctgeey  
; 

8) 








);cos1(5

),sin(5

ty

ttx
 

9) 9e xxy
x

 . 

10) Составить уравнение касательной и нормали к кривой  

у = 3( 3 x - 2 x )  в точке с абсциссой 10 x . 

Исследовать функции и построить их графики: 
 

11) xxy  33 ; 12) 
x

tgarcy
1

 . 

 



14 

 

Вариант  20 

Найти предел функций: 

1) 
1

1
lim

3 2





 x

x

x

; 

2) 
65

1032
lim

2

23

2 



 xx

xxx

x

; 

3) 
x

x

x 



 51

53
lim

4

; 

4) 
2

2

0

lim
x

xCosxCos

x





; 

5) 
43

lim

x

x x

x







 



. 

 

Найти производные данных функций: 

6) xnxarctgy 35  ; 

7) 
3

x

x1

e
y

3


 ; 

8) 










;sin10

,cos5

3

3

ty

tx
 

9) 
tgxexy  . 

10) Составить уравнение касательной и нормали к кривой  

y = 1/(3x+2) в точке с абсциссой 20 x . 

Исследовать функции и построить их графики: 

11) 19 2  xy ;  12) )1( 2  xnlxy . 

 

Вариант  21 

Найти предел функций: 

1) 
33

2

)2()1(

142
lim





 xx

xx

x

; 

2) 
23

523
lim

2

23

1 



 xx

xx

x

; 

3) 
xx

x

x 




2

0

24
lim ; 

4) 
2

0

lim
x

nxCosmxCos

x





; 

5) 
5

1

3

1
lim

















x

x x

x
. 

 

Найти производные данных функций: 

6) 
xxy 24 10 ; 

7) 














b

a
earctg

abm

1
y mx ; 

8) 










;1

,1 3

ttgy

tx
 

9) 
2/7)(sin xxy  . 

10) Составить уравнение касательной и нормали к кривой   

y = x/(x2+1)  в точке с абсциссой 20 x . 

Исследовать функции и построить их графики: 

11) 
xx

y
21

2
 ; 12) 










x
xnly

1
. 
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Вариант  22 

Найти предел функций: 

1) 
xx

xx

x 2

123
lim

4

2







; 

2) 
142

65
lim

23

2

2 



 xxx

xx

x

; 

3) 
1

1
lim

2
1 



 x

x

x

; 

4) 
xSin

xtgxx

x 3

2
lim

2

0





; 

5) 

x

x x

x
2

4

41
lim 







 



. 

 

Найти производные данных функций: 

6) 
xn

y
5

1


 ; 

7) )2x2x(e3y 33 2x3

 ; 

8) 










;15

,15

5

5

tty

ttx
 

9) 2/)(sin
xexy  . 

10) Составить уравнение касательной и нормали к кривой  

y = (x3-3x+3)/3 в точке с абсциссой 30 x . 

Исследовать функции и построить их графики: 

11) 
2

1
5

x

x
y


 ;  

 

12) xexy  . 

Вариант  23 

Найти предел функций: 

1) 
73

15
lim

2





 x

xx

x

; 

2) 
34

23
lim

4

3

1 



 xx

xx

x

; 

3) 
7

32
lim

7 



 x

x

x

; 

4) 
xCos

xSinx

x  1
lim

0

; 

5) 

8
5

lim












 
x

x x

x
. 

 

Найти производные данных функций: 

6) )5(arcsin xny  ; 

7) 
1eee1

1eee1
ny

xx2x

xx2x




  ; 

8) 










;sin10

,cos5

2

2

ty

tx
 

9) 2/)(cos
xexy  . 

10) Составить уравнение касательной и нормали к кривой  

y = 2x/(x2+1) в точке с абсциссой 10 x . 

Исследовать функции и построить их графики: 
 

11) xtgarcxy  ; 12) 
)1(2 




x

e
y

x

. 
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Вариант  24 

Найти предел функций: 

1) 
57

123
lim

2

2





 x

xx

x

; 

2) 
23

2
lim

3

2

2 



 xx

xx

x

; 

3) 
23

1
lim

2

2

1 



 x

x

x

; 

4) 
xSin

xtgx

x 3

2
lim

2

0

; 

5) 
x

x

x x

x

1

2

2

3

2

1
lim





















. 

Найти производные данных функций: 

6) )()(sin arctgxnxarctgy  ; 

 

7) 









xcos

1
xey xsin ; 

8) 












;)1(/1

,2

3 2

2

ty

ttx
 

9) Cosxxy  . 

10) Составить уравнение касательной и нормали к кривой  

у = -2( 3 x +3 x )  в точке с абсциссой 10 x . 

Исследовать функции и построить их графики: 

11) 
1

3 2




x

x
y ;  

 

12) xxnlxy  . 

Вариант  25 

Найти предел функций: 

1) 
3

2

)1(

23
lim





 x

xx

x

; 

2) 
143

23
lim

2

2

1 



 xx

xx

x

; 

3) 
xxx

x

x 
2

2

0

lim ; 

4) 
xSin

xtgx

x 0

lim


; 

5) 

x

x x











2

3
1lim . 

Найти производные данных функций: 

6) )ln( xSiny  ; 

 

7) ]xsin)1x(xcos)1x[(
2

e
y 22

x

 ; 

8) 








);arccos(cos

),arcsin(sin

ty

tx
 

9) 
xexCosy 5)( . 

10) Составить уравнение касательной и нормали к кривой   

2

2

3

31

x

x
y




  в точке с абсциссой 10 x . 

Исследовать функции и построить их графики: 

11) 
1

3
3




x

x
y ; 

 

12) xnlxy 2 . 
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Вариант  26 

Найти предел функций: 

1) 
1

124
lim

4

23





 x

xxx

x

; 

2) 
23

252
lim

2

2

2 



 xx

xx

x

; 

3) 
23

31
lim

2

3

2 



 xx

x

x

; 

4) 
xCos

xSin

x  1

2
lim

2

0

; 

5) 

4

1

1
lim

3

3
x

x x

x




















. 

Найти производные данных функций: 

6) xxy 510 ; 

 

7) )ee(arctgy xx  ; 

8) 











;1

),1(

2

2

tty

ttnx 
 

9) 
x

nxy 5)( . 

10) Составить уравнение касательной и нормали к кривой 

у = 14 x -15 3 x +2 в точке с абсциссой 10 x . 

Исследовать функции и построить их графики:

11) 11 22  xxxxy ;  12) 
1

)1(5






x

xnl
y . 

Вариант  27 

Найти предел функций: 

1) 
xx

x

x 



 1

21
lim

2

4

; 

2) 
32

124
lim

2

23

1 



 xx

xxx

x

; 

3) 
23

34
lim

2

1 



 x

xx

x

; 

4) 
x

xSinxx

x 6

2
lim

2

0





; 

5) 

2

2

2
2

32

31
lim





















x

x x

x
. 

Найти производные данных функций: 

6) )23(7  xnxarctgy  ; 

 

7) )xsh3/(ey 3x3 ; 

8) 










);1arcsin(

,2 2

ty

ttx
 

9) 
xextgy 2)3( . 

10) Составить уравнение касательной и нормали к кривой 

у = 3 4 x - x  в точке с абсциссой 10 x . 

 

Исследовать функции и построить их графики: 

11) xtgarcxy  ;  12) 11 22  xxy . 
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Вариант  28 

Найти предел функций: 

1) 
16

)3(
lim

4

3





 x

x

x

; 

2) 
82

12
lim

2

2

4 



 xx

xx

x

; 

3) 
32

2

0

131
lim

xx

x

x 





; 

4) 
xtgxSin

xSin

x 

3

0

lim ; 

5) 

x

x xx

xx


















 24

12
lim

2

2

. 

Найти производные данных функций: 

6) 21arcsin xy  ; 

 

7) x2x e1earcsiny  ; 

8) 










;

),2(

t

t

ntgey

ectgx


 

9) сtgxxy )4( 3  . 

10) Составить уравнение касательной и нормали к кривой 

y = (3x-2x2)/3 в точке с абсциссой 30 x . 

Исследовать функции и построить их графики: 

11) 
21

2

x

x
y


 ;  12) )1( xenly  . 

 

Вариант  29 

Найти предел функций: 

1) 
4

22

4

)2(
lim

x

x

x 





; 

2) 
212

6
lim

2

2

3 



 xx

xx

x

; 

3) 
2

2
lim

2 



 x

xx

x
; 

 

4) xctgx
x

5lim
0

; 

5) 

x

x x

x
3

32

2
lim 











. 

Найти производные данных функций: 

6) )1( xenxy   ; 

7) )2x2x(e
2

1
y 24x2

 
; 

8) 








;cos/1

,

2 ty

nctgtx 
 

9) 
xexSiny 2)3( . 

10) Составить уравнение касательной и нормали к кривой 

y = x2/10+3 в точке с абсциссой 20 x . 

Исследовать функции и построить их графики: 

11) 
3

4

2

27

x

x
y


 ;  

 

12) 
3 23)1(3 xxy  .
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Вариант  30 

Найти предел функций: 

1) 
32

3

4)1(

)3(
lim

xx

x

x 





; 

2) 
1

12
lim

23

2

1 



 xxx

xx

x

; 

3) 
38

23
lim

2

2

1 



 x

x

x

; 

4) 
2

2

0

4lim
x

x
Sin

x

; 

5) 

23

1

7
lim

















x

x x

x
. 

 

Найти производные данных функций: 

6) 
31

2
3

x
y

x


 ; 

7) )x1/(ey 2x2

 ; 

8) 











;1

,2/

t

t

ey

arctgex
 

9) 
xexy  . 

10) Составить уравнение касательной и нормали к кривой 

y = (x3-2x-3)/4 в точке с абсциссой 40 x . 

Исследовать функции и построить их графики: 

11) 
5

93 xx
y


 ; 12) xey

1

1


 . 
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1.2 Методические указания к выполнению 

контрольной работы 1 

Определение. Число А называется пределом функции  при 

, если для любого сколь угодно малого положительного числа  

найдется такое малое положительное число , что для всех значений , 

удовлетворяющих неравенству  < , будет выполняться 

неравенство  < . 

Тот факт, что число А есть предел функции  при  

записывается символически следующим образом: 
 

. 

Приведем ряд теорем о пределах без доказательств, которые можно 

рассматривать как правила вычисления предела функции. 

Теорема 1 (о пределе константы). 

Если функция сохраняет постоянное значение для всех , то есть 

, ( ), 

то предел этой функции равен этой константе 

. 

Или говорят: предел константы равен самой константе. 

Пусть , , тогда имеют место следующие 

теоремы: 

а) Теорема 2 (о пределе суммы (разности) двух функций) 

Предел суммы (разности) двух функций, имеющих предел, равен 

сумме (разности) пределов этих функций 

. 

б) Теорема 3 (о пределе произведения двух функций) 

Предел произведения двух функций, имеющих предел, равен 

произведению пределов этих функций 

. 

 

)(xfy 

0
xx  

 x

0
xx  

Axf )( 

)(xfy 
0

xx 

Axf
xx




)(lim
0

x
Cxf )( constC 

CC
xx


 0

lim

Axf
xx




)(lim
0

Bxg
xx




)(lim
0

BAxgxfxgxf
xxxxxx




)(lim)(lim))()((lim
000

BAxgxfxgxf
xxxxxx




)(lim)(lim))()((lim
000
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Следствие. Постоянный множитель можно выносить за знак предела 

. 

в) Теорема 4 (о пределе частного двух функций) 

Предел отношения двух функций, имеющих предел, равен 

отношению пределов этих функций 

, причем . 

 

 Отметим одно важное свойство, которое применяется при 

вычислении пределов:  к пределу можно переходить под знаком любой 

элементарной функции в области ее определения, например: 

 

, 

, 

, 

. 

 

При вычислении пределов необходимо, прежде всего, в выражение, 

стоящее под знаком предела, вместо переменной подставить ее предельное 

значение. Возможны две ситуации: 

1) в результате подстановки и проведения необходимых вычислений 

получилось определенное число или бесконечность, которые и являются 

ответом; 

2) в результате подстановки предельного значения переменной 

получаются неопределенности, которых всего семь видов: 

  

. 

 

Для получения результата необходимо раскрыть неопределенность.  

 

AСxfСxfС
xxxx




)(lim))((lim
00

B

A

xg

xf

xg

xf

xx

xx

xx







 )(lim

)(lim

)(

)(
lim

0

0

0

0B

))(limln()(lnlim
00

xfxf
xxxx 



))(limsin()(sinlim
00

xfxf
xxxx 



)(lim)(lim
00

xfxf
xxxx 



)(lim
)( 0

0

lim
xf

xf

xx

xxee 


         00 ,0,1,0,,
0

0
, 



















 
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При раскрытии неопределенности можно использовать первый и 

второй замечательные пределы, а также таблицу эквивалентных 

бесконечно малых величин. 

Первый замечательный предел: . 

Второй замечательный предел: . 

 

Таблица эквивалентных бесконечно малых величин ( ) 

 

Напомним, что если , то функцию  называют 

бесконечно малой величиной, а бесконечно малые величины  и  

называются эквивалентными, если предел их отношения равен единице, то 

есть 

. 

 

Задача 1 - Найти предел функций: 

1) ; 

2) ; 

1lim
0


 x

xSin

x

e
x

x

x













1
1lim

0)(  x

0)(lim
0




x
xx

 )(x

)(x )(x

1
)(

)(
lim

0


 x

x

xx 



 

12

12
lim

23

33





 xxx

xx

x

xx

xxx

x 




3

23

1

632
lim

1.   6.   

2.   7.   

3.   8.   

4.   9.   

5.   10.  

)(~)( xxSin  )(~))(1(ln xx 

)(~)( xxnarcsi 
a

xxa
ln

1
)(~))(1(log 

)(~)( xxtg  )(~1)( xe x 

)(~)( xxarctg  axa x ln)(~1)( 

2

)(
~)(1

2 x
xCos




n

x
xn

)(
~1)(1



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3) ; 

4) ; 

5) . 

Решение: 

1) ; 

2) ; 

3) = 

= ; 

4) ; 

5)  

. 

212

16
lim

2

2

4 



 x

x

x

xCos

xarctgx

x 



 1
lim

3 23

0

x

x x

x
2

13

23
lim 















 
9

9
lim

12

12
lim

3

3

23

33



















 x

x

xxx

xx

xx

2

13

)1)(1(

)652)(1(
lim

0

0632
lim

2

1
3

23

1




















 xxx

xxx

xx

xxx

xx

)212)(212(

)212)(16(
lim

0

0

212

16
lim

22

22

4
2

2

4 

















 xx

xx

x

x

xx

  4212lim
16

)212)(16(
lim 2

4
2

22

4








x
x

xx

xx





















 xx

xx
x

xCos

xxarctg

xCos

xarctgx

xxx

2
lim

2

lim

2
~1

~

0

0

1
lim

0
2

3 23

0

2

3 23 2
3 23

0

  























































13

23

3

13
2

13

3
1lim1

13

23
lim

x

x

x

x

x

x xx

x

2

3

13

2
13

23
lim

13

3
1lim









 




















 e

x

x

e
x

x

x

x
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Техника дифференцирования основана на основных правилах и 

формулах дифференцирования. 

Основные правила дифференцирования: 

если C – константа,  - дифференцируемые функции, то: 

1) производная константы ; 

2) производная произведения константы на функцию 

; 

3) производная суммы (разности) функций 

; 

4) производная произведения функций 

; 

5) производная частного функций 

; 

6) производная сложной функции  

; 

7) производная обратной функции  

; 

8) производная функции, заданной параметрически  

; 

9) правило логарифмического дифференцирования 

. 

 

)(),( xVVxUU 

0)( C

UCUC  )(

VUVU  )(

VUVUVU  )(

2V

VUVU

V

U 













))(( xUyy 

)()()( xUUyxy 

)(yxx 

)(

1
)(

xy
yx












),(

),(

tyy

txx

)(

)(
)(

tx

ty
xy






  )(ln)()( xyxyxy
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Основные формулы дифференцирования: 

1) 1)(  nn xnx ; 

2) 1)( x ; 

3)   xCosxSin 


; 

4)   xSinxCos 


; 

5)  
xCos

xtg
2

1



; 

6)  
xSin

xctg
2

1



; 

7) aaa xx ln)(  ; 

8) xx ee )( ; 

9)  
ax

xa
ln

1
log





; 

10)  
x

x
1

ln 


; 

11) 
21

1
)(

x
xtgarc


 ; 

12) 
21

1
)(

x
xсtgarc


 ; 

13) 
21

1
)(

x
xnarcsi


 ; 

14) 
21

1
)(

x
xsarcco


 . 

 

Задача 2 - Найти производные данных функций: 
 

1) ; 

2) ; 

3) ; 

4) . 

 

Решение: 

1)  

=
2

3

3 2 6
2

1 1 1 3
( ) ( )

1 ( ) 12 (1 )1 ( )

x
x x

x xx xx
     

  
. 

3xarctgxnsiarcy 

)1ln( 42  xx eey









)91ln(

,3

2ty

tarctgx

xCosxSiny )(

      





 33 xarctgxnsiarcxarctgxnsiarc
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2) = 

= = 

= . 

3) ; 

 

= . 

4) . 

Логарифмируем исходную функцию: 

. 

Дифференцируем обе части полученного уравнения почленно по , 

учитывая, что  - сложная функция от : 

1
( ) ln( ) (ln( ))y Cos x Sin x Sin x Cos x

y
        

или 

1 1
ln( )y Sin x Sin x Cos x Cos x

y Sin x
       . 

   
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 1
1
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
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x

e

e

eee
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


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
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2ty

tarctgx







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







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1
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
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
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Решаем получившееся уравнение относительно  и подставляя 

вместо функции  ее выражение из условия задачи, получим: 

. 

 

Задача 3 - Составить уравнение касательной и нормали к кривой 

 в точке с абсциссой . 

Решение - Уравнение касательной:  . 

Находим . Затем – производную 

функции и вычислим ее значение в точке : 

, 

. 

Подставляем найденные значения  и  в уравнение касательной, 

получим, что 

. 

Раскрывая скобки и приводя подобные, получаем уравнение касательной 

. 

Уравнение нормали имеет вид: . 

Подставляя найденные значения  и , получаем уравнение нормали 

 или . 

 

y

y

))ln(()( xSinxSinxCosxсtgxSiny xCos 
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2
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Задача 4 - Исследовать функцию и построить ее график. 

Исследование функции является одним из важнейших приложений 

теории пределов, непрерывности функции и производных. Схема полного 

исследования функции содержит следующие этапы: 

1) функция: 

- область определения; 

- четность, нечетность; 

- периодичность; 

- точки пересечения с осями координат; 

- непрерывность; 

- нахождение асимптот графика функции; 

2) первая производная: 

- найти первую производную; 

- найти критические точки, оставить только те, которые принадлежат 

области определения функции; 

- определить знак первой производной слева и справа от  критических 

точек, отметить экстремумы, интервалы монотонности функции; 

3) вторая производная: 

- найти вторую производную; 

- найти критические точки, оставить только те, которые принадлежат 

области определения функции; 

- определить знак второй производной слева и справа от  критических 

точек, указать интервалы выпуклости и вогнутости графика функции, 

точки перегиба; 

4) построить график функции. 

 

Исследовать функцию и построить ее график: 

. 

Решение -  

1) Находим область определения функции: 

. 

Следовательно, нет вертикальных асимптот. 

2) Исследуем свойства функции: 

. 

3 2 )3( xxy 

);(:)( xyD

)()3()3()( 3 23 2 xyxxxxxy 
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Следовательно, функция  является нечетной. График такой 

функции симметричен относительно начала координат. Поэтому 

достаточно провести исследование функции для . 

3) Точки пересечения с осями координат: 

если x = 0, y = 0. Следовательно, точка (0, 0) – точка пересечения с 

осью Оy. Если y = 0, то   . 

Следовательно, (0, 0), ( , 0), (- , 0) – точки пересечения с осью Оx. 

4) Наклонные асимптоты: . 

23 (3 )( )
lim lim lim 1
x x x

x xy x x
k

x x x  

 
     , 

23lim( ( ) ) lim( (3 ) )
x x

b y x kx x x x
 

       

=
2 3

2 3 2 2 3 2 23

(3 )
lim

(3 ) (3 )x

x x x

x x x x x x

 

   
=

2

3 1
lim lim 0

3x x

x

x x 
  . 

Вывод: функция имеет наклонную асимптоту  при x  . 

5) = = 

= . 

. 

 не существует при  и при . 

 
Вывод: в точке  - «гладкий» . 

Значение функции в точке : . 

В точках  - экстремума нет. 

Функция возрастает в интервале , 

)(xy

0x

0)3( 2  xx 3,3,0 321  xxx

3 3

bkxу 

xy 

  )3())3((
3

1
)3( 33

2

23 2 






xxxxxxy
3 222

2

)3(3

)1(3

xx

x





3 222

2

)3(

)1(

xx

x





1010 2  xxy

y )(0 yDx  )(3 yDx 

1x max

max 26,1)13(1)1( 3 y

3,0  xx

)1,0(x

0  1 

знак   
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функция убывает в интервале . 

6) = 

= =
2

5 2 53

2(1 )

(3 )

x

x x

 

 
. 

,  не существует при  и . 

 

Вывод:  - точки перегиба. 

Значение функции в точках перегиба: . 

Функция выпукла в интервале , 

функция вогнута в интервале . 

7) На основании проведенного исследования, учитывая, что график 

функции симметричен относительно начала координат, построим график 

данной функции (рисунок 1). 
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0y y  )(0 yDx  )(3 yDx 
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Рисунок 1 – График функции  
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ГЛАВА 2. Функции нескольких переменных 

2.1  Варианты контрольной работы 2 

 

Вариант 1 

1) Найти частные производные функции 

. 

 

2)  Найти указанные частные производные сложной функции 

, ; 

  ?       ? 

 

3) Найти полную производную сложной функции 

,   ,   ;       ?  

 

4)  Для функции    найти: 

а)  производную в точке  М(2,1)  в направлении от точки  М  к точке  

О(0,0); 

б)  grad z  в точке  N(2,2). 

 

5)  Найти уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 

 в точке М(1,2,1).  

 

6)  Исследовать на экстремум функцию  

. 

 

 

 yx eeu  ln

xyz arctg
v

u
y

v

u
x

2

2
, 

u

z





v

z





 yxxyz  ln 12  tx
2

1

t
y 

dt

dz

13322  yxyyxz

12 222  xzy

yxyxyxz  222
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Вариант  2 

 

1) Найти частные производные функции 

. 

 

2)  Найти указанные частные производные сложной функции 

; 

  ?       ? 

 

3)  Найти полную производную сложной функции 

;        ?   

 

4)  Для функции    найти: 

а)  производную в точке  М(5,1,2)  в направлении от точки  М  к точке  

N(0,1,1); 

б)  grad u  в  точке  К(3,1,1). 

 

5)  Найти уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности  

 в точке М(1,1,2). 

 

6)  Исследовать на экстремум функцию 

. 
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Вариант  3 

 

1) Найти частные производные функции 

, (a, b  const). 

 

2)  Найти указанные частные производные сложной функции 

;  

  ?      ? 

 

3)  Найти полную производную сложной функции 

;       ?  

 

4)  Для функции    найти: 

а)  производную в точке  М(е,е)  в направлении от точки  М  к точке  

N(3е,-2е); 

б) grad z  в точке  К(1,2). 

 

5)  Найти уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности  

 в точке М(1,1,2). 

 

6)  Исследовать на экстремум функцию  

. 

 

 

   22
ln byaxu 

22,,arcsin vuyvux
y
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z 

u
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v
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tytxxxyz 2,log, 2 
dt

dz

 3log1 xz y

1
4621

222


zyx

27933  xyyxz



 

 

35 

 

Вариант  4 

 

1) Найти частные производные функции 

. 

 

2)  Найти указанные частные производные сложной функции 

; 

  ?       ? 

 

3)  Найти полную производную сложной функции 

;       ? 

 

4)  Для функции    найти: 

а)  производную в точке  М(1,2)  в направлении от точки  М  к точке  

N(-3,6); 

б)  grad z  в точке  К(1,1). 

 

5)  Найти уравнения  касательной  плоскости и нормали к поверхности  

  в точке   М(1,-1,2).   

 

6)  Исследовать на экстремум функцию 

. 
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Вариант  5 

 

1) Найти частные производные функции 

  (a  const). 

 

2)  Найти указанные частные производные сложной функции 

; 

  ?       ? 

 

3)  Найти полную производную сложной функции 

;      ?   

 

4)  Для функции    найти: 

а)  производную в точке  М(-3,1,0)  в направлении от точки  М  к точке  

О(0,0,0); 

б)  grad u  в точке  N(1,2,2). 

 

5)  Найти уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 

 в точке  М(0,-2,2).   

 

6)  Исследовать на экстремум функцию 

. 

  

222 xay
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Вариант  6 

 

1) Найти частные производные функции 

. 

 

2)  Найти указанные частные производные сложной функции 

; 

  ?       ? 

 

3)  Найти полную производную сложной функции 

;      ?   

 

4)  Для функции  найти: 

а)  производную в точке  М(3,5)  в направлении от точки  М  к точке  

N(6,5); 

б)  grad z  в точке  К(2,1). 

 

5)  Найти уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности  

  в точке М(1,-1,2).   

 

6)  Исследовать на экстремум функцию 

. 
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Вариант  7 

 

1) Найти частные производные функции 

. 

 

2)  Найти указанные частные производные сложной функции 

;  

  ?       ? 

 

3)  Найти полную производную сложной функции 

;      ?   

 

4)  Для функции    найти: 

а)  производную в точке  М(1,2,3)  в направлении от точки  М  к точке  

N(3,3,-1); 

б)  grad u  в точке  К(1,0,1). 

 

5) Найти уравнения касательной и нормали к поверхности  

  в точке  М(1,-2,-2).  

 

6)  Исследовать на экстремум функцию 

. 
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Вариант  8 

 

1) Найти частные производные функции 

. 

 

2)  Найти указанные частные производные сложной функции 

;  

  ?       ? 

 

3)  Найти полную производную сложной функции 

;       ?   

 

4)  Для функции    найти: 

а)  производную в точке  М(1,1,1)  в направлении, образующим с осями 

координат углы  600,  450  и  600 соответственно; 

б)  grad u  в точке  N(2,1,1). 

 

5)  Найти уравнения  касательной  плоскости и нормали к поверхности  

  в точке  Мо(-1,1,1).   

 

6)  Исследовать на экстремум функцию 

. 
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Вариант  9 

 

1) Найти частные производные функции 

. 

 

2)  Найти указанные частные производные сложной функции 

; 

  ?       ? 

 

3)  Найти полную производную сложной функции 

;       ?   

 

4)  Для функции    найти: 

а) производную в точке  М(1,1)  в направлении биссектрисы первого 

координатного угла; 

б)  grad z  в точке  N(1,0). 

 

5)  Найти уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности  

  в точке  М(1,1,1).   

 

6)  Исследовать на экстремум функцию 

. 
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Вариант  10 

 

1) Найти частные производные функции 

. 

 

2)  Найти указанные частные производные сложной функции 

; 

  ?       ? 

 

3)  Найти полную производную сложной функции 

;       ?   

 

4)  Для функции    найти: 

а)  производную в точке  М(1,2)  в направлении, составляющем с осью  

 угол в  600 ,  а с осью   – тупой угол; 

б)  grad z  в точке  N(2,1). 

 

5)  Найти уравнения  касательной  плоскости и нормали к поверхности  

  в точке  М(-2,1,1).   

 

6)  Исследовать на экстремум функцию 

. 
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Вариант  11 

 

1) Найти частные производные функции 

. 

 

2)  Найти указанные частные производные сложной функции 

; 

  ?       ? 

 

3)  Найти полную производную сложной функции 

;       ?   

 

4)  Для функции    найти: 

а)  производную в точке  О(0,0)  в направлении вектора  ; 

б)  grad z  в точке  N(1,1). 

 

5)  Найти уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 

 в точке М(1,1,1). 

 

6)  Исследовать на экстремум функцию  

. 
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Вариант 12 

 

1) Найти частные производные функции 

 (a const). 

 

2)  Найти указанные частные производные сложной функции 

; 

  ?       ? 

 

3)  Найти полную производную сложной функции 

;       ?   

 

4)  Для функции  найти: 

а)  производную в точке О(0,0,0) в направлении вектора  ; 

б)  grad u  в точке  О(0,0,0). 

 

5)  Найти уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 

 в точке М(1,0,2).   

 

6)  Исследовать на экстремум функцию  

. 
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Вариант  13 

 

1) Найти частные производные функции 

. 

 

2)  Найти указанные частные производные сложной функции 

; 

  ?       ? 

 

3)  Найти полную производную сложной функции 

;       ?   

 

4)  Для функции    найти: 

а)  производную в точке  М(1,2)  в направлении от точки  М  к точке  

N(2,0); 

б)  grad z  в точке  К(2,2). 

 

5)  Найти уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 

 в точке М(2,1,2).   

 

6)  Исследовать на экстремум функцию  

. 
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Вариант  14 

 

1) Найти  частные производные функции 

. 

 

2)  Найти указанные частные производные сложной функции 

; 

  ?       ? 

 

3)  Найти полную производную сложной функции 

;       ?   

 

4)  Для функции    найти: 

а)  производную в точке  М(1,1)  в направлении от точки  М  к точке  

N(3,7); 

б)  grad z  в точке  . 

 

5)  Найти уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 

 в точке М(1, 1, 3).   

 

6)  Исследовать на экстремум функцию 

. 
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Вариант 15 

 

1) Найти частные производные функции 

. 

 

2)  Найти указанные частные производные сложной функции 

; 

  ?       ? 

 

3)  Найти полную производную сложной функции 

;       ?  

 

4)  Для функции    найти: 

а)  производную в точке  М(1,1)  в направлении от точки  М  к точке  

N(2,2); 

б)  grad z  в точке  К(3,4). 

 

5)  Найти уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 

 в точке М(1,1,2 

 

6)  Исследовать на экстремум функцию  

. 

 

 

 

yxu  2ln

vuvu eyexyxz   ,,3

u

z





v

z





t
y

t
x

y

x
z

cos

1
,

1
cos,

2


dt

dz

yx

x
z


 arcsin

012 222  zyx

54562 22  yxyxyxz



 

 

47 

 

Вариант  16 

 

1) Найти частные производные функции 

. 

 

2)  Найти указанные частные производные сложной функции 

; 

  ?       ? 

 

3)  Найти полную производную сложной функции 

;       ?    

 

4)  Для функции    найти: 

а)  производную в точке  М(3,4)  в направлении радиус-вектора  

точки  М; 

б)  grad z  в точке  . 

 

5)  Найти уравнения касательной  плоскости  и  нормали  к  

поверхности    в точке  М(-2,3,0).  

 

6)  Исследовать на экстремум функцию 

. 
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Вариант  17 

 

1) Найти частные производные функции 

. 

 

2)  Найти указанные частные производные сложной функции 

; 

  ?       ? 

 

3)  Найти полную производную сложной функции 

;       ?   

 

4)  Для функции    найти: 

а)  производную в точке  О(0,0)  в направлении от точке  М  к точке  

N(3,4); 

б)  grad z  в точке  О(0,0). 

 

5) Найти уравнения касательной и нормали к поверхности 

 в точке М(4,7,3).  

 

6)  Исследовать на экстремум функцию  

. 
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Вариант  18 

 

1) Найти частные производные функции 

. 

 

2)  Найти указанные частные производные сложной функции 

; 

  ?       ? 

 

3)  Найти полную производную сложной функции 

;       ?  

 

4)  Для функции    найти: 

а)  производную в точке  М(1,3)  в направлении вектора  ; 

б)  grad z  в точке  N(1,0). 

 

5)  Найти уравнения  касательной  плоскости и нормали к поверхности  

  в точке  М(-2,1,2).  

 

6)  Исследовать на экстремум функцию  

. 
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Вариант  19 

 

1) Найти  частные производные функции 

. 

 

2)  Найти указанные частные производные сложной функции 

; 

  ?       ? 

 

3)  Найти полную производную сложной функции 

;      ? 

 

4)  Для функции    найти: 

а)  производную в точке  М(-9, 12)  в направлении биссектрисы 

первого координатного угла; 

б)  grad z  в точке  М(-9, 12). 

 

5)  Найти уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 

 в точке М(1,1,1).   

 

6)  Исследовать на экстремум функцию 

. 
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Вариант 20 

 

1) Найти частные производные функции 

. 

 

2)  Найти указанные частные производные сложной функции 

; 

  ?       ? 

 

3)  Найти полную производную сложной функции 

;       ?   

 

4)  Для функции  найти: 

а)  производную в точке  М(1,1)  в направлении от точки  М  к точке  

О(0,0); 

б)  grad z  в точке  М(1,1). 

 

5)  Записать  уравнения  касательной  плоскости и нормали к 

поверхности    в точке  М(1,1,-1).  

 

6)  Исследовать на экстремум функцию 

. 
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Вариант 21 

 

1) Найти частные производные функции  

. 

 

2)  Найти указанные частные производные сложной функции 

; 

  ?       ? 

 

3)  Найти полную производную сложной функции 

;       ?   

 

4)  Для функции     найти: 

а)  производную в точке  М(1,1)  в направлении вектора  ; 

б)  grad z  в точке  М(1,1). 

 

5)  Записать  уравнения  касательной  плоскости и нормали к 

поверхности    в точке  М(2,1,-2).  

 

6)  Исследовать на экстремум функцию  

. 
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Вариант  22 

 

1) Найти частные производные функции 

. 

 

2)  Найти указанные частные производные сложной функции 

; 

  ?       ? 

 

3)  Найти полную производную сложной функции 

;       ?   

 

4)  Для функции    найти: 

а)  производную в точке  М(1,1)  в направлении вектора  ; 

б)  grad z  в точке  М(2,1). 

 

5)  Записать  уравнения  касательной  плоскости и нормали к 

поверхности    в точке  М(2,3,31).  

 

6)  Исследовать на экстремум функцию 

. 
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Вариант  23 

 

1) Найти частные производные функции 

. 

 

2)  Найти указанные частные производные сложной функции 

; 

  ?       ? 

 

3)  Найти полную производную сложной функции 

;       ?   

 

4)  Для функции    найти: 

а)  производную в точке  М(2,1)  в направлении вектора  ; 

б)  grad z  в точке  М(1,2). 

 

5)  Записать  уравнения  касательной  плоскости и нормали к 

поверхности    в точке  М(2,1,9).  

 

6)  Исследовать на экстремум функцию  

. 
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Вариант  24 

 

1) Найти частные производные функции 

. 

 

2)  Найти указанные частные производные сложной функции 

; 

  ?       ? 

 

3)  Найти полную производную сложной функции 

;       ?   

 

4)  Для функции    найти: 

а)  производную в точке  М(1,1)  в направлении вектора  ; 

б)  grad z  в точке  М(1,1). 

 

5)  Записать  уравнения  касательной  плоскости 

и нормали к поверхности    в точке  М(1,1,4). 

  

6)  Исследовать на экстремум функцию  

. 
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Вариант  25 

 

1) Найти частные производные функции 

. 

 

2)  Найти указанные частные производные сложной функции 

; 

  ?       ? 

 

3)  Найти полную производную сложной функции 

;       ?   

 

4)  Для функции    найти: 

а)  производную в точке  М(1,2)  в направлении вектора  ; 

б)  grad z  в точке  М(1,2). 

 

5)  Записать  уравнения  касательной  плоскости и нормали к 

поверхности    в точке  М(1,2,3).  

 

6)  Исследовать на экстремум функцию 

.  

)23(2 yxSinu 

uvyvuxxyarctgz  ,, 2

u

z





v

z





tytx
y

x
z 3,1,sinln 

dt

dz
















y

x
z

2

arcsin

 12,5 l

03 2  zyxyx

yxxyyxz  22
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Вариант  26 

 

1) Найти частные производные функции 

)ln( yx eeu  . 

 

2)  Найти указанные частные производные сложной функции 

vueyvuxxyacrz  222 ,,sin ; 

u

z




  ?     

v

z




  ? 

 

3)  Найти полную производную сложной функции 

tarctgyttx
y

x
tgz 2,, 2  ;     

dt

dz
  ?   

 

4)  Для функции  
224 yxz    найти: 

а)  производную в точке  М(1,1)  в направлении вектора   3,4l ; 

б)  grad z  в точке  М(1,-1). 

 

5)  Записать  уравнения  касательной  плоскости и нормали к 

поверхности  04522  zyxyx   в точке  М(1,1,9). 

  

6)  Исследовать на экстремум функцию 

   22
324  yxz . 
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Вариант  27 

 

1) Найти частные производные функции 

ySinxxCosyu  . 

 

2)  Найти указанные частные производные сложной функции 

vuyvuxxyz 4,,cos 32  ; 

u

z




  ?     

v

z




  ? 

 

3)  Найти полную производную сложной функции 

tytxxyz 10,6),cos(ln
3 2  ;     

dt

dz
  ?   

 

4)  Для функции  )( 3 yxarctgz    найти: 

а)  производную в точке  М(1,1)  в направлении вектора   2,1l ; 

б)  grad z  в точке  М(1,1). 

 

5)  Записать  уравнения  касательной  плоскости и нормали к 

поверхности  0532 2  zxyxy   в точке  М(2,1,-3).  

 

6)  Исследовать на экстремум функцию 

xxyyxz  22
. 
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Вариант  28 

 

1) Найти частные производные функции 

)ln( 22 yxu  . 

 

2)  Найти указанные частные производные сложной функции 

vuyvuxxyctgz  5,, 23 ; 

u

z




  ?     

v

z




  ? 

 

3)  Найти полную производную сложной функции 

tacrytx
y

x
z sin,sin, 2

2
 ;     

dt

dz
  ?   

 

4)  Для функции  
222 yxz    найти: 

а)  производную в точке  М(2,1)  в направлении вектора   1,2 l ; 

б)  grad z  в точке  М(2,1). 

 

5)  Записать  уравнения  касательной  плоскости и нормали к 

поверхности  022 2  zxyxy   в точке  М(2,1,0).  

 

6)  Исследовать на экстремум функцию 

   22
23  yxz . 
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Вариант  29 

 

1) Найти частные производные функции  

2xyeu  . 

 

2)  Найти указанные частные производные сложной функции 

)cos(,sin, 22 uvyvuxyxz  ; 

u

z




  ?     

v

z




  ? 

 

3)  Найти полную производную сложной функции 

teytarctgxxytgz  ,),(ln 3 ;     
dt

dz
  ?   

 

4)  Для функции  
22 yxz    найти: 

а)  производную в точке  М(-1,2)  в направлении вектора   2,1l ; 

б)  grad z  в точке  М(-1,2). 

 

5)  Записать  уравнения  касательной  плоскости и нормали к 

поверхности  035 22  zyxyx   в точке  М(1,1,-1).  

 

6)  Исследовать на экстремум функцию 

22 336 yxyz  . 
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Вариант 30 

 

1) Найти частные производные функции 

SinyxyCosyu )(  . 

 

2)  Найти указанные частные производные сложной функции 

uvyvuxxyz 2,)cos(, 224  ; 

u

z




  ?     

v

z




  ? 

 

3)  Найти полную производную сложной функции 

)4arcsin(,arccos, tytxxyz  ;     
dt

dz
  ?   

 

4)  Для функции  )ln( 22 yxz    найти: 

а)  производную в точке  М(1,-4)  в направлении вектора   5,2l ; 

б)  grad z  в точке  М(1,-4). 

 

5)  Записать  уравнения  касательной  плоскости и нормали к 

поверхности  023 22  zyxyx   в точке  М(1,1,4).  

 

6)  Исследовать на экстремум функцию 

524 22  yyxxz . 
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2.2 Методические указания к выполнению 

 контрольной работы 2  

 

Задача 1 - Найти частные производные функции 

. 

Решение – Найдем частную производную по , т. е.  или , при 

этом переменную  следует считать постоянной и дифференцировать 

функцию по , применяя обычные правила дифференцирования функции 

одной переменной. Получим 

 

. 

При нахождении частной производной по  считаем постоянной 

переменную : 

. 

 

Задача 2 - Найти частные производные сложной функции 

, . 

Решение – Частные производные  и  находим по формулам: 

 

, 

 

. 

 

Найдем отдельно все входящие в эти формулы производные: 

,  

)(2 2 xySinxyu 

x
x

u




xu 

y

x

)(2 2 xyyCosy
x

u






y

x

)(4 xyxCosxy
y

u






x

y
z arctg

u

v
y

v

u
x  ,

u

z





v

z





u

y

y

z

u

x

x

z

u

z

























v

y

y

z

v

x

x

z

v

z

























2222

1

1

yx

y

x

y

x

yx

z










 
















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, 

, , , . 

Подставляя полученные производные в выражения для   и  ,  

получим: 

 и . 

 

Задача 3 - Найти полную производную сложной функции 

,   ,   . 

Решение – Полную производную  находим по формуле 

. 

Найдем отдельно все производные, входящие в эту формулу: 

, , , . 

Подставляя в формулу для нахождения производной , получим: 

. 

 

Задача 4 - Для функции    найти: 

а) производную в точке  М(1,2)  в направлении вектора  ; 

б)   в точке  M(1,2). 

 

222

1

1

1

yx

x

x

x

yy

z



















vu

x 1





2v

u

v

x





2u

v

u

y






uv

y 1






u

z





v

z





22222

1

u

v

yx

x

vyx

y

u

z












uyx

x

v

u

yx

y

v

z 1
22222












yxez 2 tSinx 
2ty 

dt

dz

dt

dy

y

z

dt

dx

x

z

dt

dz












yxe
x

z 2


 yxe
y

z 22 



tCos

dt

dx
 t

dt

dy
2

dt

dz

)4(4
2222 ttCoseetetCos

dt

dz ttSinyxyx  

x

y
arctgz 

 4,3l

grad z
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Решение – 1) Производная функции нескольких переменных по 

направлению вектора  определяется по формуле 

, 

где  - направляющие косинусы вектора . 

Найдем частные производные функции z  в точке M 

, , 

, . 

Далее найдем направляющие косинусы вектора  

, 

. 

Подставляя в формулу, получим: 

. 

2) Градиентом функции  в точке M(1,2) называется вектор 

 = . 

Подставляя значения частных производных в точке M, получим: 

 = . 

Задача 5 - Найти уравнения касательной плоскости и нормали к 

поверхности  в точке М(1,2,4). 

l















CosM

y

z
CosM

x

z
M

l

z
)()()(

 CosCos , l

2222

1

1

yx

y

x

y

x

yx

z










 

















5

2
)( 




M

x

z

222

1

1

1

yx

x

x

x

yy

z



















5

1
)( 




M

y

z

l

5

3

169

3

2
2

2
1

1 








ll

l
Cos

5

4

169

4

2
2

2
1

2 






ll

l
Cos

5

2

25

10

5

4

5

1

5

3

5

2
)( 













M

l

z

grad z

grad z jM
y

z
iM

x

z










)()(

grad z ji
5

1

5

2


32 22  zyxyx
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Решение – Если поверхность задана как , то касательная 

плоскость к данной поверхности в точке  определяется 

уравнением 

, 

а нормаль –  

. 

Найдем частные производные 

, , 

, , 

, . 

Подставив эти значения и координаты точки касания в уравнения, 

получим уравнение касательной плоскости 

   

и уравнение нормали 

. 

 

Задача 6 - Исследовать на экстремум функцию 

. 

Решение – Найдем первые частные производные функции и 

приравняем их к нулю 

, , 

, . 

Решим систему уравнений . Получим, что . 

Следовательно, функция имеет одну точку , где может существовать 

экстремум.  

Найдем теперь вторые частные производные 

0),,( zyxF

),,( 000 zyxM

0)()()()()()( 000000  zzMFyyMFxxMF zyx

)()()( 0

0

0

0

0

0

MF

zz

MF

yy

MF

xx

zyx 













yxFx 22  6)( 0  MFx

yxFy 22  2)( 0  MFy

1zF 1)( 0  MFz

0)4(1)2(2)1(6  zyx 0226  zyx

1

4

2

2

6

1











 zyx

xyxyxz  22

12 



yx

x

z
012  yx

yx
y

z
2




02  yx









02

,12

yx

yx

3

1
,

3

2
 yx










3

1
,

3

2
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,  ,  . 

Согласно достаточным условиям экстремума выражение , 

следовательно, экстремум существует. Так как , то точка  есть 

точка минимума, и функция в этой точке принимает минимальное значение 

. 

Замечание - Если , то исследуемая точка будет точкой максимума 

функции, а если выражение , то в исследуемой точке экстремума 

не существует. 

  

2
2

2







x

z
A 1

2







yx

z
B 2

2

2







y

z
C

032  BAC

0A 








3

1
,

3

2

3

1

3

2

9

2

9

1

9

4

3

1
,

3

2
min 








z

0A

02  BAC
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