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Введение 
 

В научных исследованиях и технических расчетах очень узкий класс 

задач решается аналитически. Как правило, это простые случаи, основан-

ные на существенном упрощении реальных процессов, явлений, свойств 

объектов. На практике же часто возникают задачи, которые либо невоз-

можно решить с помощью известных аналитических методов, либо нужно 

решить с определенной точностью, не затрачивая ресурсы на поиск точно-

го решения. В таких случаях применяют методы вычислительной матема-

тики (численные методы). 

Широкое применение в решении различных инженерных задач нахо-

дят методы численного дифференцирования и численного интегрирования.  

Численное дифференцирование используется в обработке сигналов, 

для анализа динамических процессов в электрических цепях, для оценки 

скорости изменения состояний системы, вычисления производных сигна-

лов для обратной связи. 

Численное дифференцирование применяется для оценки энергии 

сигналов, расчета временных и энергетических характеристик электриче-

ских цепей, расчета интегральных характеристик системы, определения 

областей устойчивости системы, в задачах гидродинамики, теории упруго-

сти и т.д.  

Численное решение задач математического анализа, линейной алгеб-

ры, теории дифференциальных уравнений и других разделов математики 

проводят как с применением математических пакетов, так и посредством 

реализации алгоритмов на каком-либо языке программирования. Наиболее 

известны такие математические пакеты, как Maple, Matlab, Mathcad, Math-

ematica. В учебных целях, для понимания принципов построения алгорит-

мов, используют так называемые процедурные языки: Cи, Fortran, Pascal, 

Basic. 

Данные методические указания созданы для лабораторной работы 

«Численное дифференцирование и численное интегрирование», соответ-

ствующей программе дисциплины «Вычислительные задачи систем авто-

матизации». Целью изучения дисциплины является овладение студентами 

методами численного решения математических задач, приобретение ими 

опыта построения математических моделей и компьютерного моделирова-

ния, интерпретации результатов численных расчетов.  

В лабораторной работе для реализации численных алгоритмов ис-

пользуется язык Pascal, проводятся вычисления в пакете Mathcad. 
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1 Теоретические сведения 
 

1.1 Формулы численного дифференцирования 

 

Численное дифференцирование применяется тогда, когда функцию 

трудно или невозможно продифференцировать аналитически. Например, в 

случае, когда функция задана таблицей. Кроме того, формулы численного 

дифференцирования используются при численном решении дифференци-

альных уравнений, нелинейных уравнений, при поиске точек экстремума 

функций и т.д. [1]. 

1) Вычисление первой производной.  

Пусть функция  xf  в окрестности точки x дифференцируема доста-

точное число раз. По определению производной  
   

.lim
0 x

xfxxf
xf

x 





 

Обозначим hx  , получим две простейшие приближённые форму-

лы для  xf  : 

 

                                
   

;
h

xfhxf
xf


                                          (1) 

                                
   

,
h

hxfxf
xf


                                          (2) 

 

соответствующие hx   и hx   (h – шаг, малый параметр).  

(1)  – правая разностная производная, 

(2)  – левая разностная производная. 

Для оценки погрешностей  

 

                                   
   

;,
h

xfhxf
xfhxr


                               (3) 

                                     
   

;,
h

hxfxf
xfhxr


                             (4) 

 

введённых формул численного дифференцирования (погрешностей ап-

проксимации) используются условия:  

 

              
 

   hxxfMгдеhMhxr
hxx




 ,,max,
2

1
,

,
22            (5) 

 

             
 

   xhxfMгдеhMhxr
xhx

,,max,
2

1
,

,
22 


             (6) 
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Формулы (5) и (6) имеют первый порядок точности по h, т.е. правая и 

левая разностные производные аппроксимируют производную  xf   с пер-

вым порядком точности. 

Величину 
   

h

hxfhxf

2


 называют центральной разностной 

производной, т.е.  

 

                                       
   

h

hxfhxf
xf

2


                                   (7) 

 

Погрешность центральной разностной производной имеет оценку: 

 

         
 

   hxhxfMгдеhMhxr
hxhx




,,max,
6

1
,

,
3

2

30        (8) 

 

Центральная разностная производная аппроксимирует производную 

 xf   со вторым порядком точности относительно h. 

Замечание 1. Для вычисления  xf   можно получить формулы любо-

го порядка точности. Но в таких формулах с ростом порядка точности воз-

растает и число используемых значений функции, что не всегда удобно. 

 

2) Вычисление второй производной. 

Для вычисления второй производной  xf   используют чаще всего 

формулу вида 

 

                                 
     

2

2

h

hxfxfhxf
xf


                             (9) 

 

Выражение для погрешности:  

 

                            
     

2

2
;

h

hxfxfhxf
xfhxr


 ,                  (10) 

 

оценка погрешности: 

 

     
 

    hxhxfMгдеhMhxr IV

hxhx



,,max,

12

1
,

,
4

2

4     (11) 
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Замечание 2. Формулы численного дифференцирования можно по-

лучать различными способами. Например, на основе интерполяции алгеб-

раическими многочленами. 

 

1.2 Формулы численного интегрирования 
 

В прикладных задачах часто возникает необходимость вычисления 

значения определённого интеграла  

 

                                                   dxxfI
b

a

 ,                                          (12) 

 

Если функция  xf  непрерывна на отрезке  ba;  и её первообразную 

 xF  удается выразить через известные функции, то для вычисления  при-

менима формула Ньютона-Лейбница [6]: 

 

                                       aFbFxFdxxf
b

a

b

a

                                 (13) 

 

Геометрически определенный интеграл есть площадь криволинейной 

трапеции, ограниченной кривой  xfy  , отрезком  ba;  и прямыми aх  , 

bх  , как показано на рисунке 1. 

 

 
 

Рисунок 1 – Геометрический смысл определенного интеграла 

 

В случаях, когда интеграл (12) не удаётся выразить через известные 

функции или когда подынтегральная функция задана таблицей, для его 

вычисления применяются численные методы. Наиболее часто используют 

квадратурные формулы [1]. 

Для получения квадратурных формул разобьем отрезок  ba;  на эле-

ментарные отрезки точками bxxxxa n  ...210 . 
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Тогда интеграл I можно записать в виде суммы элементарных инте-

гралов: 

 

                                                





n

i

x

x

i

i

dxxfI
1

1

                                            (14) 

 

Введем обозначения: 
  .,,

2
2

1

2

1
1

2

1 





















 ii
ii

ii

i
xffxff

xx
x  

Обозначим hxx ii  1 . Будем считать, что consth , т.е. имеем таб-

лицу с постоянным шагом. Тогда криволинейная трапеция разобьется на 

элементарные криволинейные трапеции. 

 

1) Формула прямоугольников. Заменяя приближенно площадь 

каждой элементарной криволинейной трапеции площадью прямоугольни-

ка, основанием которого является отрезок  ii xx ;1 , а высота равна 
2

1
i
f , 

придем к элементарной квадратурной формуле прямоугольников:  

 

                                              
2

1



i

i fhI                                                  (15) 

 Пользуясь (15), получим составную квадратурную формулу прямо-

угольников: 

 

                                         
 


n

i i

n

i
i fhII

1 2

1
1

                                         (16) 

 

Формула (16) соответствует приближенной замене площади исход-

ной криволинейной трапеции площадью ступенчатой фигуры. 

Замечание 3. Иногда в вычислениях используют формулы «левых» и 

«правых» прямоугольников [5]. Эти формулы в данной лабораторной ра-

боте не применяются. 

 

2) Формула трапеций. Если на графике функции  xfy   соеди-

нить отрезками точки   11;  ii xfx  и   ii xfx ; , получим фигуру, состоя-

щую из трапеций. Заменим приближенно площадь элементарной криволи-

нейной трапеции площадью полученной трапеции. Придем к элементарной 

квадратурной формуле трапеций: 

 

                                           
2

1 ii
i

ff
hI


                                               (17) 

 

Из (17) получим составную квадратурную формулу трапеций:  
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                                    








 





1

1

0

1 2

n

i
i

n
n

i
i f

ff
hII                                (18) 

 

Формула (18) соответствует приближенной замене площади исход-

ной криволинейной трапеции площадью фигуры, ограниченной ломаной, 

проходящей через точки    .,0,; nixfx ii   

 

3) Формула Симпсона. Если площадь элементарной криволиней-

ной трапеции заменить площадью фигуры, расположенной под параболой, 

проходящей через точки       ,,0,;,;,;
2

1

2

111 nixfxxfxxfx ii
ii

ii 





























  

то получим элементарную квадратурную формулу Симпсона: 

 

                                   















 i

i
ii fff

h
I

2

11 4
6

                                      (19) 

 

Применяя (19) на каждом элементарном отрезке, придем к составной 

квадратурной формуле Симпсона: 

 

                         












 



 

1

11 2

10
1

24
6

n

i
i

n

i i
n

n

i
i ffff
h

II                          (20) 

 

Формулу (20) иногда называют формулой парабол [5]. 

 

Теорема 1. Пусть функция  xfy   дважды непрерывно дифферен-

цируема на отрезке  ba; . Тогда для составных квадратурных формул пря-

моугольников и трапеций справедливы следующие оценки погрешностей: 

 

                                          2

2
24

1
habMII h

пр                                (21) 

 

                                          2

2
12

1
habMII h

тр                                (22) 

 

 .max2 xfMгде
bхa


  

 

Теорема 2. Пусть функция  xfy   имеет на отрезке  ba;  непре-

рывную производную четвертого порядка 
  xf IV . Тогда для формулы 

Симпсона справедлива оценка погрешности  
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  44

2880
h

abM
II h

с 


                                  (23) 

 
  .max4 xfMгде IV

bхa 
  

 

В формулах (21), (22), (23) I – точное, h

прI , h

трI , 
h

СI  – приближенные 

значения интеграла. Оценки погрешностей (21), (22), (23) означают, что 

формулы прямоугольников и трапеций имеют второй порядок точности, 

формула Симпсона – четвертый. 

 

2 Постановка задачи лабораторной работы 
  

2.1 Задание к лабораторной работе 

 

1) Функция  xf  определена на отрезке  ba; . В точке 0xx   с шагом 

n

ab
h


 , где n – число разбиений отрезка  ba;  найти приближенные зна-

чения первой и второй производных функции, составив программу на язы-

ке Pascal. Вычислить первую и вторую производные с помощью оператора 

дифференцирования в Mathcad. 

2) Дан интеграл  dxxf
b

a

  и его точное значение I . Составить про-

грамму на языке Pascal для вычисления приближенного значения интегра-

ла методами прямоугольников, трапеций, Симпсона для случаев, когда от-

резок интегрирования разбит на 2n  и 4n  равные части. Вычислить 

интеграл с помощью оператора интегрирования в Mathcad. Сравнить полу-

ченные значения интеграла с его точным значением I . 

3) Оформить отчет. 

Требования к отчету: 1) постановка задачи; 2) привести задание сво-

его варианта; 3) описать порядок работы; 4) привести результаты, полу-

ченные с помощью программы и в Mathcad; 5) выводы по проделанной ра-

боте. 

2.2 Тестовый вариант лабораторной работы 

 

1) Функция   xxf ln  определена на отрезке  03,1;1 . Число разбие-

ний отрезка 3n , значения функции заданы таблицей 1. 

Таблица 1. 

x  1 1,01 1,02 1,03 

 xf  0 0,00995 0,019803 0,029559 
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Найти приближенные значения первой и второй производных функ-

ции в точке 01,1x , составив программу на языке Pascal. Вычислить 

первую и вторую производные функции с помощью оператора дифферен-

цирования в Mathcad. 

2) Дан интеграл dxe x
1

0

2

 и его точное значение 463,1I . Составить 

программу на языке Pascal для вычисления приближенного значения инте-

грала методами прямоугольников, трапеций, Симпсона для случая, когда 

отрезок интегрирования разбит на 2n  и 4n  равные части. Вычислить 

интеграл с помощью оператора интегрирования в Mathcad. Сравнить полу-

ченные значения интеграла с его точным значением. 

 

3 Решение тестового варианта в Mathcad 
 

3.1 Численное дифференцирование в Mathcad 

 

Выполним в Mathcad следующие шаги: 

 

1) Определяем точку, в которой нужно вычислить первую и вторую про-

изводные функции. Набираем 01,1:x , как показано на рисунке 2. 

 

 
 

Рисунок 2 – Задание точки, в которой нужно вычислить производные 

 

2) Выбираем панель инструментов «Математический анализ», как показа-

но на рисунке 3. 

 

 
 

Рисунок 3 – Выбор панели инструментов «Математический анализ» 
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3) Устанавливаем курсор ниже задания точки (красный крестик). Затем 

выбираем на панели «Математический анализ» оператор производной 

первого порядка, как показано на рисунке 4. 

 

 
 

Рисунок 4 – Выбор оператора производной первого порядка 

 

4) Появится оператор производной первого порядка с двумя местозапол-

нителями (черные прямоугольники), как показано на рисунке 5. 

 

 
 

Рисунок 5 – Оператор производной первого порядка 

 

5) В нижнем местозаполнителе (знаменателе) набираем х, в верхнем ме-

стозаполнителе набираем выражение, от которого нужно взять произ-

водную (в тестовом варианте это xln ). Выделяем справа синим уголком 
весь оператор и нажимаем «=». Получим значение первой производной 

в точке 01,1:x , как показано на рисунке 6. 

 

 
 

Рисунок 6 – Вычисление производной первого порядка 

 

6) Вычисляем вторую производную. Для этого устанавливаем курсор ниже 

первой производной (красный крестик), выбираем на панели «Матема-

тический анализ оператор производной n-го порядка, как показано на 

рисунке 7. 
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Рисунок 7 – Выбор оператора производной второго порядка 

 

7) Появится оператор производной второго порядка с четырьмя местоза-

полнителями (черные прямоугольники), как показано на рисунке 8. 

 

 
 

Рисунок 8 – Оператор производной второго порядка 

 

8) Заполняем оператор второго порядка так, как показано на рисунке 9. 

Выделяем заполненный оператор справа синим уголком и нажимаем 

«=». Получим значение второй производной в точке 01,1:x . 

 

 
 

Рисунок 9 – Вычисление производной второго порядка 
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3.2 Численное интегрирование в Mathcad 
 

Для приближенного вычисления определенного интеграла Mathcad 

использует численный алгоритм Ромберга [4]. 

Выполним в Mathcad следующие шаги: 

 

1) Устанавливаем курсор (красный крестик). Выбираем на панели «Ма-

тематический анализ» оператор определённого интеграла, как показано на 

рисунке 10. 

 

 
 

Рисунок 10 – Выбор оператора определенного интеграла 

 

2) Появится оператор определенного интеграла с четырьмя местозапол-

нителями для пределов интегрирования, подынтегральной функции и пе-

ременной интегрирования (черные прямоугольники), как показано на ри-

сунке 11. 

 

 
 

Рисунок 11 – Оператор определенного интеграла 

 

3) Заполняем оператор определенного интеграла так, как показано на ри-

сунке 12. Выделяем заполненный оператор справа синим уголком и нажи-

маем «=». Получим значение определенного интеграла на интервале в точ-

ке на отрезке  1;0 . 

 



 15 

 
 

Рисунок 12 – Вычисление определенного интеграла 

 

Сделаем следующие замечания [7]: 

Замечание 4. Пределы интегрирования должны быть вещественны-

ми. Выражение, которое нужно интегрировать, может быть либо веще-

ственным, либо комплексным. 

Замечание 5. Кроме переменной интегрирования, все переменные в 

подынтегральном выражении должны быть определены ранее в другом 

месте рабочего документа. 

Замечание 6. Переменная интегрирования должна быть простой пе-

ременной без индекса. 

Замечание 7. Если переменная интегрирования является размерной 

величиной, верхний и нижний пределы интегрирования должны иметь ту 

же самую размерность. 

Замечание 8. Точность алгоритма интегрирования в Mathcad зависит 

от особенностей подынтегрального выражения. Если выражение, которое 

нужно интегрировать, имеет особенности, разрывы или быстро осциллиру-

ет, численное решение, найденное Mathcad, может быть неточно. 

Замечание 9. Для вычисления точного значения интеграла или для 

нахождения неопределенного интеграла могут быть использованы воз-

можности символьных вычислений Mathcad. 

Замечание 10. Поскольку метод интегрирования Mathcad делит ин-

тервал на четыре подынтервала, а затем удваивает число точек разбиения, 

это может привести к неправильным результатам для периодических 

функций с периодом n2/1  от длины интервала. Чтобы обойти эту пробле-

му, делите интервал на два подынтервала, не кратных периоду функции, и 

интегрируйте по каждому подынтервалу отдельно. 
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4 Решение тестового варианта в Pascal 
 

4.1 Блок-схема (численное дифференцирование) 
 

На рисунке 13 представлена общая блок-схема численного диффе-

ренцирования для случая производных первого и второго порядков с оди-

наковым порядком аппроксимации по шагу h. 

 

 
 

Рисунок 13 – Блок-схема численного дифференцирования для случая 

производных первого и второго порядков. 
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4.2 Программа на языке Pascal (численное дифференцирование) 
 
program derivative; 

const p=5; 

var 

i,n: integer; 

a,b,h,h1,h2,x,y1,y2:real; 

y:array[0..p] of real; 

//Основная программа 

begin 

writeln ('Введите n - число разбиений отрезка [a,b]'); 

read (n); 

if (n>=3) and (n<=15) then 

begin  

writeln ('Введите координаты концов отрезка а, b'); 

read (a, b); 

writeln ('Введите значения функции y[i] в узлах'); 

for i:=0 to n do read (y[i]); 

writeln ('Введите значение x'); 

read (x); 

h:=(b-a)/n;  

i:=TRUNC((x-a)/h+h/2);{целая часть числа} 

h1:=2*h; 

h2:=h*h; 

if i=0 then 

begin 

y1:=(-3*y[0]+4*y[1]-y[2])/h1; 

y2:=(2*y[0]-5*y[1]+4*y[2]-y[3])/h2; 

end; 

if (i>0) and (i<n) then 

begin 

y1:=(-y[i-1]+y[i+1])/h1; 

y2:=(y[i-1]-2*y[i]+y[i+1])/h2; 

end; 

if i=n then 

begin 

y1:=(y[n-2]-4*y[n-1]+3*y[n])/h1; 

y2:=(-y[n-3]+4*y[n-2]-5*y[n-1]+2*y[n])/h2; 

end; 

write ('x=', x, '   ',  'y`=',y1); 

writeln ('   ', 'y``=', y2); 

end 

else writeln ('проверьте число разбиений'); 

end. 

 

Результат тестового расчета 

 
Введите n - число разбиений отрезка [a,b] 

3 

Введите координаты концов отрезка а, b 

1 1.03 

Введите значения функции y[i] в узлах, 

0 0.00995 0.019803 0.029559 

Введите значение x 

1.01 

x=1.01   y`=  0.990149999999999   y``=-0.969999999999997 
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4.3 Блок-схема (численное интегрирование) 
 

На рисунке 14 представлена блок-схема численного интегрирования 

по квадратурным формулам прямоугольников, трапеций и Симпсона. В 

схеме приняты следующие обозначения: ba,  – пределы интегрирования; 

n  – число делений отрезка интегрирования;  xf  – подынтегральная 

функция; 3,2,1 sss  – приближенные значения интеграла соответственно по 

формулам прямоугольников, трапеций и Симпсона. 
 

 

 
 

Рисунок 14 – Блок-схема численного интегрирования по квадратурным 

формулам прямоугольников, трапеций и Симпсона. 
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4.4 Программа на языке Pascal (численное интегрирование) 
 
program integration; 

var  

i,n: integer; 

a,b,h,s1,s2,s3,x,x1,x2:real; 

//Подпрограмма "подынтегральная функция" 

function f(x:real):real; 

begin 

f:=exp(x*x) 

end; 

//Основная программа 

begin 

writeln ('Введите значения концов отрезка [a,b]'); 

read (a,b); 

writeln ('Введите число разбиений отрезка n'); 

read (n); 

if n>=2 then 

begin 

h:=(b-a)/n; 

x1:=a+h/2; 

x2:=a; 

s1:=f(x1); 

s2:=(f(x2)+f(b))/2; 

for i:=1 to n-1 do 

begin 

x1:=x1+h; 

x2:=x2+h; 

s1:=s1+f(x1); 

s2:=s2+f(x2); 

end; 

s1:=h*s1; 

s2:=h*s2; 

s3:=(2*s1+s2)/3; 

writeln ('s1=',s1:8:5, '  ', 's2=',s2:9:6, '  ', 's3=',s3) 

end 

else writeln ('проверьте число разбиений'); 

end. 

 

Результат тестового расчета 
 

Введите значения концов отрезка [a,b] 

0 1 

Введите число разбиений отрезка n 

2 

s1=1.40977  s2=1.571583  s3=1.4637107604456 

 

Введите значения концов отрезка [a,b] 

0 1 

Введите число разбиений отрезка n 

4 

s1=1.44875  s2=1.490679  s3=1.46272341467327 
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5 Индивидуальные задания для лабораторной работы 
 

5.1 Индивидуальные задания (дифференцирование) 
 

1. Функция f(x) определена на отрезке [1,00; 1,15] 

 

𝑥 𝑒𝑥  𝑒−𝑥  𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥 
𝑙𝑛𝑥 

1,00 2,71828 0,367878 0,84147 0,54030 
0,0000 

1,05 2,85765 0,34994 0,86742 0,49757 
0,04879 

1,10 3,00417 0,33287 0,89121 0,45360 
0,09531 

1,15 3,15819 0,31665 0,91276 0,40849 
0,13976 

 

Найти приближенное значение производной f ′(x) в узлах таблицы. 

Сравнить результат с точным значением производной в узлах таблицы 

(найти производную от функции по таблице производных и подставить 

значения x). 

 

Вариант 𝑓(𝑥) Вариант 𝑓(𝑥) 

1 𝑠𝑖𝑛𝑥 14 𝑐𝑜𝑠𝑥 

2 𝑐𝑜𝑠𝑥 15 𝑠𝑖𝑛𝑥 

3 𝑙𝑛𝑥 16 𝑐𝑜𝑠𝑥 

4 𝑒−𝑥 17 𝑙𝑛𝑥 

5 𝑐𝑜𝑠𝑥 18 𝑒𝑥  

6 𝑒−𝑥 19 𝑒𝑥  

7 𝑒−𝑥 20 𝑒𝑥  

8 𝑠𝑖𝑛𝑥 21 𝑠𝑖𝑛𝑥 

9 𝑒−𝑥 22 𝑒𝑥  

10 𝑙𝑛𝑥 23 𝑙𝑛𝑥 

11 𝑠𝑖𝑛𝑥 24 𝑙𝑛𝑥 

12 𝑐𝑜𝑠𝑥 25 𝑒𝑥  

13 𝑒−𝑥   
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5.2 Индивидуальные задания (интегрирование) 
 

Составить программу на языке Pascal для вычисления приближенно-

го значения интеграла методами прямоугольников, трапеций, Симпсона 

для случая, когда отрезок интегрирования разбит на 2n  и 4n  равные 

части. Вычислить интеграл с помощью оператора интегрирования в 

Mathcad. Сравнить полученные значения интеграла с его точным значением. 
 

В
ар

и
ан

т 

Интеграл Точное значение 

В
ар

и
ан

т 

Интеграл Точное значение 

1 ∫ 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥 𝑑𝑥

1

0

 

1

4
(𝜋 − 2𝑙𝑛2) ≈ 0,438 

14 ∫ 𝑡𝑔𝑥 𝑑𝑥

𝜋 4⁄

0

 
1

2
𝑙𝑛2 ≈ 0,346 

2 ∫ 𝑡𝑔2𝑥 𝑑𝑥

𝜋 4⁄

0

 

4 − 𝜋

4
≈ 0,215 

15 ∫
𝑑𝑥

𝑐𝑜𝑠𝑥

𝜋 4⁄

0

 ln (1 + √2) ≈ 0,881 

3 
∫ 𝑙𝑛2𝑥 𝑑𝑥

𝑒

1

 𝑒 − 2 ≈ 0,718 
16 ∫ 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥

√2 2⁄

0

𝑑𝑥 

√2

8
(𝜋 + 4) − 1

≈ 0,26 

4 ∫
𝑑𝑥

1 + 𝑐𝑜𝑠𝑥

𝜋 2⁄

0

 1 17 ∫ 𝑥 𝑒𝑥𝑑𝑥

1

0

 1 

5 ∫ 𝑐𝑡𝑔𝑥 𝑑𝑥

𝜋 2⁄

𝜋 4⁄

 

1

2
𝑙𝑛2 ≈ 0,346 18 ∫ √1 + 𝑥𝑑𝑥

1

0

 
2

3
(2√2 − 1) ≈ 1,22 

6 ∫ ln (𝑥 + 1) 𝑑𝑥

1

0

 
2𝑙𝑛2 − 1 ≈ 0,386 

19 ∫ 𝑙𝑛𝑥 𝑑𝑥

𝑒

0

 
1 

7 ∫ 𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑑𝑥

𝜋 2⁄

0

 

𝜋

2
− 1 ≈ 0,571 

20 ∫
𝑑𝑥

√1 + 𝑥

1

0

 2(√2 − 1) ≈ 0,828 

8 ∫
𝑒𝑥𝑑𝑥

1 + 𝑒2𝑥

1

0

 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 𝑒 −
𝜋

4
≈ 0,433 

21 ∫
𝑑𝑥

√1 + 𝑥2

1

0

 
ln (1 + √2) ≈ 0,881 

9 ∫ 𝑐𝑜𝑠3𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

 0 22 ∫ 𝑒𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑑𝑥

𝜋 2⁄

0

 
𝑒𝜋 2⁄ − 1

2
≈ 1,905 
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10 ∫ 𝑠𝑖𝑛4𝑥 𝑑𝑥

𝜋 4⁄

0

 
0,5 

23 ∫ 𝑐𝑡𝑔2𝑥 𝑑𝑥

𝜋 2⁄

𝜋 4⁄

 

4 − 𝜋

4
≈ 0,215 

11 ∫
𝑑𝑥

1 + 𝑠𝑖𝑛𝑥

𝜋 2⁄

0

 
1 

24 ∫
𝑑𝑥

1 + 𝑥2

1

0

 

𝜋

4
≈ 0,785 

12 ∫
𝑑𝑥

1 + 𝑥

1

0

 
𝑙𝑛2 ≈ 0,693 

25 ∫ 𝑒𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑑𝑥

𝜋 2⁄

0

 
𝑒𝜋 2⁄ + 1

2
≈ 2,905 

13 ∫
𝑑𝑥

1 + 𝑒𝑥

1

0

 
0,38 
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7 Образовательный математический сайт: сайт. URL: 
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