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Введение 
 

В научных исследованиях и технических расчетах очень узкий класс 

задач решается аналитически. Как правило, это простые случаи, основан-

ные на существенном упрощении реальных процессов, явлений, свойств 

объектов. На практике же часто возникают задачи, которые либо невоз-

можно решить с помощью известных аналитических методов, либо нужно 

решить с определенной точностью, не затрачивая ресурсы на поиск точно-

го решения. В таких случаях применяют методы вычислительной матема-

тики (численные методы). 

Важнейшим инструментом решения инженерных задач являются 

численные методы линейной алгебры. К ним относятся: методы мульти-

пликативного разложения матриц, методы обращения матриц, методы ре-

шения проблемы собственных значений и собственных векторов матриц, 

прямые и итерационные методы решения систем линейных алгебраиче-

ских уравнений (СЛАУ). 

Математический аппарат линейной алгебры используется в таких за-

дачах, как обработка и анализ данных; схемотехническое моделирование 

электронных устройств (проектирование и анализ фильтров, контроллеров, 

операционных усилителей и др.); линеаризация систем дифференциальных 

уравнений, описывающих движение, процессы передачи, обмена и преоб-

разования энергии в случаях, когда отклонения изменяющихся величин от 

их установившихся значений малы. 

Численное решение задач математического анализа, линейной алгеб-

ры, теории дифференциальных уравнений и других разделов математики 

проводят как с применением математических пакетов, так и посредством 

реализации алгоритмов на каком-либо языке программирования. Наиболее 

известны такие математические пакеты, как Maple, Matlab, Mathcad, Math-

ematica. В учебных целях, для понимания принципов построения алгорит-

мов, используют так называемые процедурные языки: Cи, Fortran, Pascal, 

Basic. 

Данные методические указания созданы для лабораторной работы 

«Численное решение систем линейных уравнений», соответствующей про-

грамме дисциплины «Вычислительные задачи систем автоматизации». Це-

лью изучения дисциплины является овладение студентами методами чис-

ленного решения математических задач, приобретение ими опыта постро-

ения математических моделей и компьютерного моделирования, интерпре-

тации результатов численных расчетов.  

В лабораторной работе для реализации численных алгоритмов ис-

пользуется язык Pascal, проводятся вычисления в пакете Mathcad. 
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1 Теоретические сведения 
 

1.1 Общие сведения из линейной алгебры 

 

Системой линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) называется 

система вида [2]: 
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Матрица 
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Матрица 
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 называется расширенной матри-

цей системы. 

Ранг матрицы – это количество линейно независимых строк матрицы 

Для матрицы А можно определить три нормы: 

ij

m

jnim
aА

11
max


                  (m-норма)  

ij

n

jnjl
aА

11
max


                    (l-норма) 


 


n

i

m

j
ijk
aА

1 1

2
                    (k-норма) 

Если система (1) имеет решение, то она называется совместной; если 

не имеет решения – несовместной. 

Совместная система называется определённой, если она имеет един-

ственное решение; неопределённой – если имеет множество решений. 

Теорема Кронекера-Капелли. Система линейных уравнений (СЛУ) 

совместна тогда и только тогда, когда ранг расширенной матрицы системы 

равен рангу основной матрицы. 

Теорема 1. Если ранг совместной системы равен числу неизвестных, 

то система имеет единственное решение. 
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Теорема 2: Если ранг совместной системы меньше числа неизвест-

ных, то система имеет бесконечно много решений. 

 Систему (1) можно привести к равносильной системе путём элемен-

тарных преобразований. К элементарным преобразованиям относятся: 

1) умножение обеих частей уравнения на отличное от нуля число; 

2) сложение соответствующих частей двух уравнений; 

3) перемена местами двух уравнений. 

Система (1) называется квадратной, если nm  . 

 

1.2 Метод Гаусса решения СЛАУ 
 

Метод Гаусса – прямой метод решения СЛАУ, основанный на по-

следовательном исключении неизвестных. Этот метод позволяет решать 

системы любой размерности и имеет несколько модификаций: метод Жор-

дана-Гаусса, метод выбора главного элемента и т.д. 

В данной лабораторной работе будем рассматривать квадратные си-

стемы линейных уравнений и остановимся на методе Жордана-Гаусса. 

Алгоритм метода Жордана-Гаусса содержит два этапа: прямой ход и 

обратный ход. 

1) Прямой ход. На этом этапе систему приводят к ступенчатому 

виду путем элементарных преобразований и устанавливают, совместна си-

стема или нет. Пусть в системе (1) mn   и коэффициент 011 a . Если он 

равен нулю, то нужно среди уравнений системы найти уравнение с нену-

левым коэффициентом и поменять это уравнение местами с первым. Раз-

делим первое уравнение на 11a , получим 

 

                                      112121 ... bxaxax nn
 ,                                 (2) 

где 11/ aaa ijij  , 11/ abb iij  . 

 

Уравнение (2) называют разрешающим, с его помощью исключают 

переменную 
1x  из всех уравнений, кроме первого. 

Умножим разрешающее уравнение на 21a  и вычтем полученное 

уравнение из второго уравнения системы (1). Далее умножаем уравнение 

(2) на 31a  и вычитаем полученное уравнение из третьего. Аналогично по-

ступаем с остальными уравнениями. В результате этих преобразований си-

стема (1) примет вид: 
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
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   ,                                      (3) 
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где 21122 aaaa jjj  , 11 njnjnj aaaa  , 11 jjj abbb  . 

 

Далее разрешающим уравнением объявляем второе уравнение си-

стемы и аналогичным способом исключаем переменную из всех уравне-

ний, кроме первого и второго.  

Система (3) примет вид:  
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
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.................................
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113132121

   ,                            (4) 

где 2222 / aaa jj
 , 2nnjnjnj aaaa  , 22 jjj abbb  . 

 

Продолжая процесс исключения неизвестных, получим эквивалент-

ную систему:  

 

                               
















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   ,                         (5) 

 

Расширенная матрица системы (5) имеет ступенчатый вид. 

Проводим дополнительное исследование: если ранг основной матри-

цы системы не равен рангу расширенной матрицы     ArangArang  , то си-

стема несовместна; если же ранг основной матрицы системы равен рангу 

расширенной матрицы     ArangArang  , то система совместна и опреде-

лённа, переходим на второй этап (обратный ход). 

2) Обратный ход.  

При обратном ходе метода Жордана-Гаусса последовательно исклю-

чаем неизвестную nx  из всех уравнений системы, кроме последнего. Затем 

исключаем неизвестную 1nx  из всех уравнений системы, кроме последнего 

и предпоследнего. Продолжая процесс, получим приведённую систему:  

 

                        

  

  








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






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2
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.....................................

...................................................

n
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   ,                 (6) 

 

Система (6) содержит решение системы (1).  
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Замечание 1. Полученное методом Гаусса решение можно уточнить. 

Для большей точности вычислений применяют такую модификацию мето-

да Гаусса, как выбор максимального элемента по столбцу [5]. 

Замечание 2. При большом количестве неизвестных линейной систе-

мы схема метода Гаусса, дающая точное решение, становится весьма 

сложной и трудоёмкой. В таком случае целесообразно пользоваться при-

ближенными численными методами. Например, методом простых итера-

ций [1]. 

 

1.3 Метод простых итераций решения СЛАУ 

 

Метод простых итераций относится к приближенным итерационным 

численным методам решения система алгебраических уравнений. Суть 

этого метода заключается в нахождении по приближенному значению ре-

шения следующего, более точного значения. 

Рассмотрим квадратную СЛАУ: 
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Необходимым условием применение метода простых итераций явля-

ется условие неравенства нулю диагональных элементов основной матри-

цы системы: 0iia . 

Пусть 0iia , тогда систему (7) можно представить в так называемом 

приведенном виде (виде, удобном для применения метода простых итера-

ций): 
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


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                                  (8) 

 

где 












ji

a

a

ji

ab

ii

ijijiiii ,

,0

,/  

 

Систему (8) запишем в виде матричного уравнения: 

 

                                                   , XX                                            (9) 



 9 

где 




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,  























nx

x

x

X
...

2

1

, 





























n

...

2

1

. 

 

В качестве начального приближения  0X возьмём вектор  . Подста-

вим в правую часть уравнения (9), получим первое приближение решения 
 1X : 

                                              
    ,01  XX                                            (10) 

Подставим найденное приближение 
 1X  в уравнение (10), получим 

второе приближение решения  2X : 

 

                                              
    ,12  XX                                            (11) 

 

Продолжая этот процесс, получим последовательность приближе-

ний:  

                                             
    ,01  XX                                             

                                             
    ,12  XX                                             

                                            ……………….                                             (12) 

                                             
    ,1  kk XX                                             

                                            ………………. 

Достаточные условия сходимости итераций к точному решению даёт 

следующая теорема [1]. 

Теорема (достаточные условия сходимости метода итераций). 

Если для приведённой системы (8) какая-либо из норм матрицы 

 

меньше 1  1либо,1либо1 
kml

, то последовательность ите-

раций (12) сходится к единственному решению 
























3

2

1

 уравнения (9) 

независимо от выбора начального приближения.  

Обычно в расчётах в качестве начального приближения 
 0X берут  

вектор  . 

Погрешность приближенного решения уравнения (9) на k-том шаге 

оценивают неравенством 

 

                                            
  








1

1k

kX                                   (13) 

В неравенстве (13) используются согласованные нормы для матриц и 

векторов (m- и l-нормы). 
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На практике для оценки погрешности k-го приближения  kX  к ре-

шению   применяют более удобную форму неравенства (13): 

 

                                             
    




 

1
1kk XX                             (14) 

 

2 Постановка задачи лабораторной работы 
 

2.1 Задание к лабораторной работе 

 

Для СЛАУ    














3333232131

2323222121

1313212111

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

 требуется: 

1) решить систему методом Жордана-Гаусса в Mathcad; 

2) составить программу на языке Pascal для решения системы мето-

дом простых итераций с точностью 210 , получить решение системы; 

3) оформить отчет. 

Требования к отчету: 1) постановка задачи; 2) привести задание сво-

его варианта; 3) описать порядок работы; 4) привести результаты, 

полученные с помощью программы и в Mathcad; 5) выводы по про-

деланной работе. 

 

2.2 Тестовый вариант лабораторной работы 

 

Найти решение системы линейных уравнений 














44

44

825

321

321

321

xxx

xxx

xxx

   методом простых итераций с точностью 210 , составив программу на 

языке Pascal. Решить данную систему методом Жордана-Гаусса в Mathcad. 

Сравнить полученное решение с точным решением 


















1

1

1

. 

 

3 Решение тестового варианта методом Жордана-Гаусса в Mathcad 
 

Решение систем линейных алгебраических уравнений в Mathcad 

можно произвести различными методами (метод Крамера, матричный ме-
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тод), с использованием различных встроенных функций (например, блок 

given в сочетании с функцией Find). 

В данной лабораторной работе требуется решить систему методом 

Жордана-Гаусса с использованием функции  [4]. 

Выполним в Mathcad следующие шаги: 

 

1) Задаем значение системной переменной ORIGIN:=1, как показано 

на рисунке 1. Эта переменная отвечает за номер первой строки (столб-

ца) матрицы или первой координаты вектора. По умолчанию в Mathcad 

строки(столбцы) матриц и координаты векторов нумеруются с нуля 

(ORIGIN:=0). В системах линейных уравнений нумерацию строк 

(столбцов) и координат векторов принято начинать с 1. 

 

 
 

Рисунок 1 – Задание системной переменной ORIGIN 

 

2) Вводим основную матрицу системы А и вектор свободных чле-

нов системы В, как показано на рисунке 2. 

 

 
 

Рисунок 2 – Задание матрицы А и вектора В 

 

3) Формируем расширенную матрицу системы с помощью функ-

ции объединения матриц augment(А, В), как показано на рисунке 3. 

Расширенной матрице присваиваем имя Аr. Объединяемые матрицы 

(массивы) А и В должны иметь одинаковое число строк. 
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 Следите за тем, чтобы все переменные набирались в английской 

раскладке! 

 

 
 

Рисунок 3 – Формирование расширенной матрицы Ar 

 

4) Определяем ранги основной и расширенной матриц с помо-

щью функции rank(A), как показано на рисунке 4. Сравниваем полу-

ченные ранги между собой и с числом неизвестных системы. В 

нашем число неизвестных системы 3n . Ранги основной и расши-

ренной матриц системы совпадают и равны числу неизвестных си-

стемы, следовательно, система определённа (имеет единственное 

решение). 

 

 
 

Рисунок 4 – Определение рангов основной и расширенной 

матриц 

5) Осуществляем прямой и обратный ходы метода Жордана-

Гаусса. Для этого применяем функцию rref(Ar), которая выполняет 

элементарные преобразования со строками расширенной матрицы 
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системы Ar, приводит её к ступенчатому виду с единичной матрицей 

на месте основной матрицы системы, как показано на рисунке 5. 

 

 
 

Рисунок 5 – Приведение расширенной матрицы системы  

к ступенчатому виду 

 

6)  Формируем столбец решения системы. Для этого применяем 

функцию submatrix(A, ir, jr, ic, jc). Эта функция формирует субмат-

рицу, состоящую из всех элементов, содержащихся в строках c ir по 

jr и в столбцах с ic по jc массива А. В матрице Ar столбец решения 

содержится в строках с 1 по 3 и столбцах с 4 по 4, значит, задаём 

submatrix(Ar, 1, 3, 4, 4). как показано на рисунке 6. 

 

 
 

Рисунок 6 – Формирование столбца решения системы 
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4 Решение тестового варианта методом простых итераций в 

Pascal 
 

4.1 Блок-схема метода простых итераций решения СЛАУ 
 

На рисунке 7 представлена общая блок-схема метода простых итера-

ций решения СЛАУ 

 

 
 

Рисунок 7. Блок-схема метода простых итераций решения СЛАУ 
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На рисунке 8 представлены более подробные фрагменты блок-схемы метода 

простых итераций решения СЛАУ. 

 

 
 

Рисунок 8. Фрагменты блок-схемы численного решения СЛАУ мето-

да простых итераций 
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4.2 Программа на языке Pascal метода простых итераций 
 
program iter; 

const N=3; 

var i,j,counter: integer; 

a:array [1..N,1..N+1] of real; 

e,d,d1,d2,s: real; 

x: array [1..N] of real; 

x1: array [1..N] of real; 

//------------------------------------------------------ 

//основная программа 

//------------------------------------------------------ 

begin 

writeln ('введите точность эпсилон'); 

read (e); 

writeln ('введите расширенную матрицу системы'); 

for i:=1 to N do 

for j:= 1 to N+1 do 

read(a[i,j]); 

//------------------------------------------------------ 

//проверка условия: диагональные элементы отличны от нуля 

//------------------------------------------------------ 

for i:=1 to N do 

if a[i,i]=0 then 

write ('система решается другим методом'); 

//------------------------------------------------------ 

//преобразование матрицы к виду, удобному для итераций 

//вычисление вектора X1 

//вычисление k-нормы приведенной матрицы 

//------------------------------------------------------ 

for i:=1 to n do 

begin 

s:=a[i,i]; 

a[i,i]:=0; 

x1[i]:=0; 

a[i,n+1]:=a[i,n+1]/s; 

x[i]:=a[i,n+1]; 

for j:=1 to n do 

if j<>i then 

begin 

a[i,j]:=-a[i,j]/s; 

x1[i]:=x1[i]+abs(a[i,j]); 

d2:=d2+abs(a[i,j])*abs(a[i,j]); 

end; 

end; 

d2:=sqrt(d2); 

writeln ('k-норма приведенной матрицы равна  ',d2); 

//------------------------------------------------------ 

//вычисление m-нормы приведенной матрицы 

//------------------------------------------------------ 

for i:=1 to n do 

begin 

x1[i]:=0; 

for j:=1 to n do 

if j<>i then x1[i]:=x1[i]+abs(a[i,j]); 

end; 
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d:=x1[1]; 

for i:=1 to n do 

if x1[i]>d then d:=x1[i]; 

writeln ('m-норма приведенной матрицы равна  ',d:6:4); 

//------------------------------------------------------ 

//вычисление l-нормы приведенной матрицы 

//------------------------------------------------------ 

for i:=1 to n do 

begin 

x1[i]:=0; 

for j:=1 to n do 

if j<>i then x1[i]:=x1[i]+abs(a[j,i]); 

end; 

d1:=x1[1]; 

for i:=1 to n do 

if x1[i]>d1 then d1:=x1[i]; 

writeln ('l-норма приведенной матрицы равна  ',d1:6:4); 

//------------------------------------------------------ 

//нахождение наименьшей из трёх норм 

//------------------------------------------------------ 

if d1<d then d:=d1; 

if d2<d then d:=d2; 

writeln ('наименьшая норма равна  ',d:6:4); 

if d>=1 then 

writeln ('достаточные условия сходимости метода итераций не удовле-

творяются') 

else 

begin 

writeln ('достаточные условия сходимости метода итераций удовлетво-

ряются'); 

s:=d/(1-d); 

writeln ('s=', s:6:4) 

end; 

//------------------------------------------------------ 

//выполнение последовательных итераций 

//------------------------------------------------------ 

counter:=0; 

repeat 

begin 

for i:=1 to n do 

begin 

x1[i]:=a[i,n+1]; 

for j:=1 to n do 

if j<>i then 

x1[i]:=x1[i]+a[i,j]*x[j]; 

end; 

end; 

for i:=1 to n do 

x[i]:=x1[i]-x[i]; 

d:=abs(x[1]); 

for i:=1 to n do 

if abs(x[i])>d then 

d:=abs(x[i]); 

for i:=1 to n do 

x[i]:=x1[i]; 

writeln ('d*s =  ', d*s:6:4); 

counter:=counter+1; 
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until d*s<e; 

for i:=1 to N do 

writeln(x[i]:6:4,'  '); 

writeln ('заданная точность достигается на шаге  ', counter) 

end. 

 

Результаты тестовых расчетов для системы 














44

44

825

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

введите точность эпсилон 

0.01 

введите расширенную матрицу системы 

5 -1 2 8 

1 4 -1 -4 

1 1 4 4 

k-норма приведенной матрицы равна  0.670820393249937 

m-норма приведенной матрицы равна  0.6000 

l-норма приведенной матрицы равна  0.6500 

наименьшая норма равна  0.6000 

достаточные условия сходимости метода итераций удовлетворяются 

s=1.5000 

d*s =  0.9000 

d*s =  0.2813 

d*s =  0.0788 

d*s =  0.0332 

d*s =  0.0099 

0.9992   

-0.9986   

0.9986   

заданная точность достигается на шаге  5 

 

 

 

5 Индивидуальные задания для лабораторной работы 
 

1) Решить систему методом Жордана-Гаусса в Mathcad  

2) Найти решение системы линейных уравнений методом простых 

итераций с точностью 𝜀 = 10−2, составив программу на языке Pascal. 

Сравнить полученное решение с точным решением 𝜉.  

 

Вариант 𝐴 𝐵 𝜉 

1 (
5 1 −1
−1 3 1
−1 0 2

) (
8
0
−5

) (
1
1
−2

) 

2 (
5 1 −1
−2 5 1
3 −1 5

) (
−6
13
0
) (

−1
2
1
) 

3 (
5 −1 3
1 −3 1
0 1 2

) (
0
−6
0
) (

1
2
−1

) 
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4 (
5 0 1
1 −3 1
3 −1 5

) (
11
3
11
) (

2
0
1
) 

5 (
2 −1 0
2 5 1
2 1 −4

) (
−5
2
−7

) (
−2
1
1
) 

6 (
3 1 1
0 −2 1
2 −1 4

) (
6
−3
−1

) (
2
1
−1

) 

7 (
4 1 2
0 3 1
1 2 4

) (
−6
−1
−5

) (
−1
0
−1

) 

8 (
4 2 1
3 5 −1
2 1 −4

) (
3
4
6
) (

1
0
−1

) 

9 (
5 −1 1
−1 3 1
2 1 4

) (
−3
−1
1
) (

−1
−1
1
) 

10 (
−4 2 1
−1 5 1
2 0 3

) (
−5
−5
5

) (
1
−1
1
) 

11 (
3 −1 1
3 5 1
−1 2 4

) (
0
12
−1

) (
1
2
−1

) 

12 (
3 0 −1
2 −5 1
2 2 5

) (
7
−2
1
) (

2
1
−1

) 

13 (
2 0 −1
−1 3 1
1 −1 4

) (
−3
2
3
) (

−1
0
1
) 

14 (
3 1 −1
2 4 1
1 −1 3

) (
6
9
4
) (

2
1
1
) 

15 (
3 1 −1
1 5 −1
2 0 3

) (
−2
8
1
) (

−1
2
1
) 

16 (
2 −1 0
0 5 2
1 1 3

) (
3
7
4
) (

2
1
1
) 

17 (
2 0 −1
1 −4 2
1 1 3

) (
1
−5
6
) (

1
2
1
) 
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18 (
4 1 −1
2 3 0
1 −1 5

) (
7
7
11
) (

2
1
2
) 

19 (
3 −1 1
0 2 −1
−1 1 5

) (
1
3
−5

) (
1
1
−1

) 

20 (
2 −1 0
2 5 −2
1 −1 3

) (
−2
−4
2
) (

−1
0
1
) 

21 (
5 0 1
1 3 −1
−3 2 10

) (
11
4
6
) (

2
1
1
) 

22 (
3 1 −1
−2 4 1
1 1 3

) (
−1
5
−3

) (
−1
1
−1

) 

23 (
5 1 −1
−1 3 1
1 −2 4

) (
−5
5
1

) (
−1
1
1
) 

24 (
2 0 −1
1 −3 1
1 1 3

) (
1
2
4
) (

1
0
1
) 

25 (
3 0 −1
2 −5 1
2 −2 6

) (
−4
9
8
) (

−1
−2
1
) 
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